Teorie ICT
Prednasky

1. MNOZINY

»Naivni“ ,,definice” (pojeti): Mnozina [set] je pfesné definovany soubor prvki, které maji néjakou vlastnost. O
¢emkoliv je tfeba umét rozhodnout, zda do dané mnoziny patii ¢i nikoliv.

Vztah naleZeni: ,,Prvek x patfi do mnoziny A zna¢ime x € A.

Dveé mnoziny jsou totozné tehdy a jen tehdy, maji-li stejné prvky. Kazdy prvek prvé mnoziny je prvkem druhé mnoziny a
kazdy prvek druhé mnoziny je prvkem prvé mnoziny. Mnozina prvek bud’ obsahuje nebo neobsahuje. Nemiize jej
obsahovat vicekrat.

Mnoziny mohou byt prvky dal$ich mnozin.

Mnozina mize byt ur¢ena:

1. Jmenovitym vyctem svych prvku.

2. Vlastnosti (predikatem), ktery maji prvky spliovat.

Vymezeni zpiisobem €. 2 muze byt malo ,,opatrné*. Pfipousti nejasné urc¢ené mnoziny. Muze vést k paradoxtim.

Tak zvany Russeltiv paradox: Mnozina je slusna, pokud sama sebe neobsahuje jako prvek. Mnozina je divna, pokud je
sama svym prvkem. Kazdd mnozina je bud’ slu$na nebo divna. Slusnd mnozina neni divna. Divnd mnozina neni slusna.
Jaka je mnozina vSech slusnych mnozin?

Jeho varianty ,,paradox mostu se Sibenici®, ,,paradox holice*.

Problém je skryty logicky kruh. Mnozinu nelze vytvofit pokud k jeji konstrukci je tieba brat v tivahu i vytvarenou
mnozinu samu.

Matematika potiebuje pracovat s piresné definovanymi objekty!

Pojem mnozZina je tfeba definovat spolu se zakladni vlastnosti nalezZeni “€“ axiomaticky.

= Stanovit zdkladni vlastnosti tohoto pojmu.

Matematika vSak potfebuje pracovat i s mén¢ urcité definovanymi soubory objektl. Aby se piedeslo paradoxim, tyto
objekty (zvané tfidy — [class]) nemohou byt jiz prvky dalSich ttid.

Ptfesny vyklad teorie mnoZin nutno zavadét soubézné s jazykem teorie mnozin, kterym je vyrokova a predikatorova
logika. Vyroky o mnozinach lze formulovat jen v jazyce teorie mnozin. Ne v metajazyce (jazyce o téchto vyrocich).

My se omezime na neformalni vyklad.

Existuje n€kolik axiomatickych systémi popisujicich teorii mnozin.

Nejznamé;jsi:

Zermelo — Frankel: Zakladni pojem je mnozina a vztah nalezeni (byt prvkem mnoziny) €.

Axiomy (pouze pro ilustraci):

- existence (3x: x = X) — existuje asponi jedna mnoZzina

- extensionality (Vu: u € x & v € y) = x =y) — mnoziny, které maji stejné prvky se rovnaji

- vydéleni (schéma) — z kazdé mnoziny lze vydélit mnozinu prvki, které spliuji danou formuli — odtud plyne i existence
prazdné mnoziny @

- dvojice — libovolné dvé mnoziny urcuji dvouprvkovou mnozinu

- sumy — ke kazdé mnozin¢€ tvoii vSechny prvky, které nalezeji do n&jakého jejiho prvku mnozinu.

- potence — vSechny podmnoziny kazdé¢ mnoziny tvofi mnozinu

- nahrazeni (schéma) — fika v podstatg¢, ze obrazem libovolné mnoziny pii definovaném zobrazeni je mnoZzina

- nekoneéna (3z: @€z A(VX: X € z = x U {X} € z)) — postuluje existenci potencialné¢ nekone¢né mnoziny

- fundovanosti (regularity) - (Va: a # @ = (3x: x €a A x N a = @)) — nepfipousti naptiklad aby mnozina byla svym
vlastnim prvkem nebo aby v relaci nalezeni byly cykly konec¢né délky.

Uvedené axiomy nejsou nezavislé. Kazdy axiom schématu vydéleni je disledkem nékterého axiomu nahrazeni. Axiom
dvojice je disledkem axiomu potence a schématu nahrazeni.

Tridy jsou soubory mnozin, definované formulemi jazyka teorie mnozin — predikatorového poctu (vlastnosti, kterd ma
byt splnéna). Kazda mnozina je tiidou. Tfida mize, ale nemusi byt mnozinou. Ttidy, které nejsou mnozinami, tak zvané
,»vlastni tfidy* nemohou byt prvky dalSich tfid (a tedy samozfejm¢ i mnozin).

Godel — Bernays (- von Neumann) : Zakladni pojem je tfida. Axiomy jsou pozadovany pro tfidy a vztah nalezeni (byt
prvkem tridy) €.

Axiomy jsou pozadovany pro tfidy a vztah € Ttida se nazyva mnozinou, pokud je prvkem néjaké tridy.

Oba zptisoby vedou na touz teorii, pokud do soustavy axiomil zatadime axiom vydéleni (VSechny prvky z dané¢ mnoziny,
spliujici dany predikat, tvofi mnozinu).

Jeji bezespornost nelze dokazat v rameci teorie mnozin.

Axiomaticka teorie mnozin odstrani paradoxy Russelova typu. Jsou vsak i jiné ,,paradoxy*:



Richardtv: Existuje nekone¢né mnoho ptirozenych Cisel. Pomoci kone¢né mnoha pismen abecedy Ize popsat jen kone¢né
mnoho z nich. Existuji tedy ¢isla, které nelze popsat pomoci nejvyse 100 pismen. Kazda neprazdna mnozina ptirozenych
¢isel ma nejmensi prvek. Toto tvrzeni je ekvivalentni zndAmému principu matematické indukce. Tento prvek je nejmensi
prirozené Cislo, které nelze popsat pomoci nejvyse 100 pismen. Praveé se nam jej popsat ale podarilo (text kurzivou).

Popis je vS§ak mimo ramec jazyka teorie mnozin. Je v metajazyce. Podminka ,,byt popsatelny s uzitim nejvyse 100 pismen
je formulovana v jazyce o vyrocich v jazyce teorie mnozin.

Zenonuv (paradox hromady): Kolik zrni¢ek pisku smime uprat z hromady pisku, aby ziistala jesté hromadou? Varianta je
»paradox plesatého*: Kolik vlast si musime vytrhat, abychom byli povaZovani za pleSatého?

Téz: Kolik lidi se vmackne do autobusu? Kdy bude zemékoule prelidnéna? ...

Varianta Prof. Vopénky: Podle teorie Ch. Darwina existuje kone¢na posloupnost tvorti, na jejimz zacatku byl opic¢ak
Charlie a na konci ctihodny uéenec Charles Darwin. Charlie byl opice, Darwin ¢lovék. Zadny ¢lovék neni opice a zadna
opice neni ¢clovek. DéEti opic jsou zase opice, ne lidi. Pokud v popsané posloupnosti tvord tvoii lidé a opice mnoziny,
existuje prvy clovek, ktery ma svym piimym predkem opici. Ale pak by byl ditétem opice a tedy opici.

Pro tfidy (a tedy i mnoziny) je definovan vztah inkluse (byti ¢asti):

ACB(xeA=x€eB)

AcCcBS (ASBAA#B)

Z axiomu extensionality plyne Ze A=B & (A S BA B C A).

Pozor! V nékteré literatufe mtize byt misto A € B uzito A € B a misto A € B uzito A & B.

Klasicka matematika pozaduje (axiomem vyd¢leni), aby kazda ¢ast mnoziny byla zase mnozina ne vlastni tfida.

Je-li A tfida, A € B a B je mnozina, fikame, ze tfida A je polomnozina. V klasické matematice je kazda polomnozina
mnozinou.

Toto tvrzeni vSak nelze prostfedky teorie mnozin ani dokazat, ani vyvratit z ostatnich axiomd teorie mnozin.

Pokud je teorie mnozin bez axiomu vydé¢leni bezesporna, zlistane bezespornou i po pridani axiomu: ,.kazda polomnozina
je mnozinou®, i jeho negace ,.existuje polomnozina, ktera neni mnozinou* (tak zvana vlastni polomnozina).

V klasické matematice (bez existence vlastnich polomnozin) povazujeme za tfidy, které nejsou mnozinami (a z kterych
nelze vytvaret dalsi tfidy pouze ,.hodné velké soubory, kde neostrost je dana jejich nadmémym a tedy neuréitym a
nejasnym rozsahem).

Pfijetim axiomu existence vlastnich polomnozin lze vybudovat tak zvanou ,alternativni matematiku“. Zde kromé
neurcitosti co do rozsahu mame je$té neurcitost ,,uvniti“ ostfe definované¢ho souboru entit (mnoziny), danou nejasnym
rozliSenim predméti, které jsou za ,,naSim obzorem®.

V alternativni matematice existuji ,,nekonecné velka pfirozena Cisla® a jejich prevracené¢ hodnoty ,,nekonecné mala“ ale
nenulova realna ¢isla. Derivace zde neni limitou, ale pfimym podilem dvou nekone¢né malych hodnot.

V alternativni matematice se podatilo vybudovat vse, o co byl u¢inén pokus. Zatim vSak ne néco nového, co by v klasické
nebylo znamo také.

Uvahy v alternativni teorii mnozin a alternativni matematice jsou viak zajimavé, ale ponékud ,,nezvyklé“.

Alternativni teorie mnozin odstranuje paradoxy Zenonova typu. Hromady tvofi vlastni polomnozinu, ktera je ¢asti
mnoziny vSech mnozin zrnek pisku. Plesatci vlastni polomnoZzinu mnoziny vSech lidi a lidé i opice vlastni polomnoziny
mnoziny vSech tvort vyvojového fetézce rodict a déti od opicaka Charlieho k Ch. Darwinovi.

Neprazdné podmnoziny mnoziny pfirozenych ¢isel maji prvy prvek i v alternativni teorii mnozin. Mnozina pfirozenych
Cisel obsahuje ale jako své ¢asti 1 polomnoziny, které nejsou mnozinami. Polomnoziny nejmensi prvek mit nemusi.
Matematicka indukce pro prirozena Cisla plati jen pro mnoziny. Ne pro vlastni polomnoZziny.

Otazka kterd z obou teorii mnozin (klasicka ¢i alternativni) je spravnéjsi je Spatn¢ polozena. Z hlediska logiky jsou
rovnopravné. Pro popis skutecnosti miize byt nékdy vhodnéjsi jedna, jindy druha. Kazda z nich pfedstavuje pon€kud jiny
pohled na svét kolem nas. Blizsi o alternativni teorii mnozin lze nalézt v knihach Prof. Vopénky.

Znaceni mnoZin

MnozZina uréena vyctem svych prvku: { <vycet prvki, oddélenych ¢arkami>} NezaleZi na potadi.

Mnozina prvek obsahuje nebo neobsahuje. NemtiZe jej obsahovat ,,nasobné®.

Priklady:

@ prazdna mnozina. Neobsahuje zadny prvek.

Mnozina {1, 3, 5, 7, 9} obsahuje licha ptirozena ¢isla mensi nez 10.

Mnozina { @, {@}}; obsahuje prazdnou mnozinu a mnozinu o jediném prvku, kterym je prazdna mnozina.

Mnozina (tfida) urcena podminkou, kterou musi spliiovat jeji prvky: {x : P(x)}, n¢kdy téz {x | P(x)} nebo, je-li
vybér prvkd omezen na mnozinu A: {x € A : P(x)}, pfipadn¢ {x € A | P(x)}, kde P je podminka, kterou maji prvky
spliovat.

Pokud je A mnozina a P formule teorie mnozin, potom v klasické teorii mnozin je {x € A : P(x)} téZ mnozina.

Oznaceni nékterych ¢asto pouzivanych mnozin:

N...ooo. mnozina vSech pfirozenych ¢isel
Z ... mnozina vSech celych Cisel
Q........ mnozina vSech racionalnich ¢isel



R......... mnozina vSech realnych cisel.

x€ER ; x>0} =......... mnozina vSech kladnych realnych cisel R+
{x€R ; x<0} =.......mnozina vSech zapornych realnych ¢isel R—
{x€R ; x>0} =.......mnozina vSech nezapornych realnych cisel R+0
{x€R ; x<0} =.......mnozina v§ech nekladnych realnych ¢isel R—0
{X€Z ; x<0} =.......mnozina vsech celych zapornych cisel Z—

{x€Z ; x>0} =.......mnozina vsech celych kladnych ¢isel Z+

{X€Z ; x>0} =Z+0......mnozina vSech celych nezapornych Cisel ...

(misto Z se n¢kdy uziva I (integer)

Priklady:

Mnozina {n € N: (nmod 2 #0) A (n<100)} = {1, 3, 5, 7, 9} licha pfirozena ¢isla mensi nez 10.
Mnozina {(x,y): X E R Ay € R A (x*+y?) < 1} uzavieny jednotkovy kruh v roving.

Operace se tridami a mnoZinami

Formulujeme pro mnoziny. Plati v§ak i pro tfidy.

Zékladni operace mnozinové algebry:

Ui sjednocenti,

—, n¢kdy +, rozdil

Pruanik mnozin (tfid) X a Y , piSeme, je mnozina (tfida) vSech prvka, které patii zaroven do obou mnozin.
XNY={x:xeEXAXEY}

XY=
- Y XY =&
'Y

L

Je-li Y X potom ¥~i=1

Dale plati: Bud’ X libovolna mnozina. Potom X N @ = @. Mnoziny X a Y pro které plati XNY = @ se nazyvaji disjunktni.
Sjednoceni dvou mnozin X a Y, piseme XUY, je mnozina vSech prvki, které patii alespon do jedné z mnozin X, Y. X U
Y={x:x€EXVXEY}

Plati XU @ =X

Je-li XCY, potom XUY =Y

Rozdil dvou mnozin X a Y, pisSeme X — Y (n€kdy X +Y), je mnozina vSech prvki mnoziny X, které nepatti do mnoziny
Y.X-Y={&x:xeEXAXEY}

Neékdy se v mnozinové algebie uziva i termin doplnék. Necht” AcB. Potom doplikem mnoziny A v mnoziné¢ B, piSeme
A‘,, je mnozina vSech prvki z B, ktere nepatii do mnoziny A. A’ =B - A

Nasledujici ukazka ilustruje vysledny (vysrafovany) rozdil dvou mnozin X, Y s ohledem na jejich vzajemny vztah.

X, Y jsou disjunktni

@0 e
N

X XY =X

Y-X=0 Y-X=Y
Dale se n¢kdy uziva pojem symetricka diference mnozin. Symetrickou diferenci mnozin A a B, piSeme A @ B , je
mnozina v§ech prvki, které patii do jedné a jen do jedné zmnozinAaB.A@B=A-BUB-A
PlatiA @ B=(A UB)- (A NB).
Mocninou, neboli potenci mnoziny A, zna¢ime exp(A) nebo 2*, nazyvam mnozinu viech podmnoZin mnoziny A.
Priklad: A = {1, 2, 3}; exp(A) = {@, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, A}. Ma-li kone¢na mnozina n prvkl, ma jeji
potence 2 * 2" prvkil. Pozdéji ukdzeme, Ze i pro nekone¢né mnoziny méa potence vzdy ,,vice* prvkii nez ptivodni mnozina.
Operace prunik a sjednoceni lze rozsifit na libovolny (konecny i nekonecny) systém mnozin. Tyto mnoziny oznacime
indexem vybiranym z né&jaké mnoziny J. Zdlraznéme, Ze indexy musi tvofit mnozinu. Ne vlastni tfidu, ktera neni
mnozinou.

v
Y

N

3



Prinik M 4, je mnoZina prvka, které jsou zaroven ve vSech mnoZinach A;pro j € J.
jeJ

Sjednoceni U A4, je mnozina prvki, které lezi aspofi v jedné mnozin€ A;pro j € J.
jeJ
Usporadana dvojice a n-tice prvki (a, b)
Lze zavést jako mnozinu o dvou prvcich:
- prvy prvek je mnozina {a, b}, obsahujici prvky a a b a Zadné jiné. Tato mnozina ma dva prvky je-li a # b a jediny prvek

je-lia=b.
- druhy prvek je a. Ten urcuje, ktery prvek z dvojice je v usporadani na prvém miste.
Uspotadana n-tice (81’ a,...a ) se zavede indukci. Pro n = 2 je to uspoiadana dvojice. Pro n >2 uspotfadana dvojice z (n-

1)-tice a dalsiho prvku.

Kartézsky soucin A x B mnozin A a B je mnozina vSech usporadanych dvojic prvki z nichz prvy lezi v A a druhy v B
A xB={(a,b):a€AADb e B} Podobné pro libovolny kone¢ny pocet mnozin

A XA x. . xA ={(@a,a,..,a): ajE Ajproj =1,2,...,n}

Relace

Necht' A, A ..., A_jsou mnoZiny. Potom n-arni relaci s doménami A , A, ..., A nazyvame libovolnou podmnoZinu
kartézského soudinu A X A x .. xA .

Relaci tedy tvoii nékteré usporadané n-tice. Ty, které vyjadiuji dany vztah. Polozky relace vyjadiuji atributy. Typické
uziti — relacni baze dat.

n=1 ... unarni relace

n=2... binarni relace

n =73 ... ternarni relace

Je-li A=A =.=A = A, fikime relaci n-drni relace na mnoZiné A. Takova relace vyjadfuje vztah mezi prvky téze
mnoziny A.
Zobrazeni

Zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y je pfedpis, ktery n€kterym prvkim x € X jednoznacné ptifadi jediny prvek f(x) =y
€Y.

Ekvivalentni vyjadieni: Zobrazeni z X do Y je relace f's doménami X a Y pro kterou plati (x,y) EfA(X,z) Ef)=>y=2z
Pokud mnozinu Y tvoii né€jaky obor ¢isel, fikame zobrazeni f obvykle funkce.

Zobrazeni z mnoziny A nemusi byt definovano pro vSechny prvky A. Ty, pro které definovano je tvofi defini¢ni obor
zobrazeni f. Znacime jej Def(f). Def(f) € X.

Totalni zobrazeni neboli zobrazeni X do Y (bez ptedlozky ,,z°) je zobrazeni pro které je Def(f) = X.

Takové zobrazeni je definovano pro vSechny prvky mnoziny X.

Pokud mnozinu X tvoii mnozina ptirozenych ¢isel N, fikdme zobrazeni f do Y obvykle posloupnost prvkii mnoziny Y.
Vzdy plati f(X) € Y. Muze byt f(X) =Y, ale mtize také byt f(X) & Y.

Nevadi, Ze dva riizné vzory maji tentyZ obraz (napt. f: y=x’) . Nemiize viak jeden vzor mit dva riizné obrazy.

) S

_:;__ _
y _+- -

Cervené indikovana relace neni zobrazenim

XY fiX)
Surjektivni zobrazeni neboli zobrazeni X na mnozinu Y je zobrazeni X do Y pii kterém kazdy prvek z mnoziny Y ma v
X aspon jeden vzor. Pro zobrazeni X na Y je f(X) =Y.
Injektivni neboli prosté zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y. Je takové zobrazeni X do Y pro které plati:
f(x) =f(y) > x =Yy, (neboli x #y = f(x) # {(y)).
Razné vzory musi mit rizné obrazy. Kazdy prvek mnoziny Y ma v X nejvyse jeden (tedy jeden nebo zadny) vzor v
mnozin¢ X.

U
—{- ﬂ\\ Cervend znazornéne zobrazeni neni
S it W B % prosté. Cemné znazormeéné neni
__f——Q_ zobrazenimna ¥
XY f(X)

Bijektivni zobrazeni X na Y , neboli vzajemné jednoznac¢né zobrazeni je takové zobrazeni, které je soucasné surjektivni
i injektivni. Je to tedy prosté zobrazeni X na Y.



K bijektivnimu zobrazeni f X na Y existuje jednoznaéné uréené inverzni zobrazeni f' Y na X, které je rovnéz bijektivni.
Je definovano vztahem f'(y) = x © y = f(x). Ziejmé je (f') '=1.

Pojem zobrazeni ndm umoziuje rozsirit pojem kartézského soucinu i na kartézsky soucin nekone¢né mnoha mnozin.
Mg¢jme (tieba 1 nekone¢nou) mnoZinu indext J. Kazdému prvku j € J necht’ je pfifazena n€jakd mnozina A;. Zdiraznéme,
7e indexy musi tvofit mnozinu. Ne vlastni tfidu.

Kartézsky soucin x, , A, je zobrazeni f mnoZiny indext J do mnoziny U A, pro které plati f(j) € A;. Zda se, ze
jeJ

kartézsky soucin neprazdného systému neprazdnych mnozin musi byt vzdy neprazdnd mnozina. Z kazdé mnoziny Aj lze
vzdy vybrat jeden prvek a tak vytvofit prvek jeden kartézského soucinu. Jinym vybérem ziskdme jiny prvek. Tomuto
tvrzeni se fika axiom vybéru.

Toto tvrzeni v8ak nelze z axiomi teorie mnozin ani dokazat ani vyvratit. Je na nich nezavislé. Bylo ukazano, ze pokud
jsou axiomy teorie mnozin nerozporné, ziistanou nerozpornymi i pfi pfidani axiomu vybéru a rovnéz zlstane nerozporna
po pii ptidani jeho negace.

Potiz spoc¢iva v tom, Ze pokud je mnozina J nekonecnd, vybér nikdy nedokoncime cely a nikdy efektivné nebudeme mit
Zadany prvek sou¢inu x ,_, A, cely k dispozici.

Bez axiomu vybéru se vétsina moderni matematiky neobejde. Je nutné jej predpokladat ve vétSiné Givah matematické
analyzy. Bez ngj by byla matematika velmi chuda. Neméli bychom napfiklad k dispozici vétSinu pfibliznych metod
vypoctu bézné uzivanych pro feSeni uloh, jejichz dopad je velmi prakticky. Proto se zpravidla platnost axiomu vybéru
predpoklada.

Presto stoji zato uvést, ze axiom vybéru ma fadu velmi prekvapivych az kuriéznich dtsledki.

Snad nejexotictéji a nejméné uvetitelnéji vypada tak zvany paradoxni rozklad koule dokazany polskym matematikem
Banachem: Kouli o poloméru jedna v trojrozmérném prostoru lze rozlozit na 5 navzajem disjunktnich ¢asti, s kazdou z
téchto casti provést pohyb (bez jakékoliv deformace, pouhé posunuti a pootoceni kazdé ¢asti zvlast) a slozit z téchto ¢asti
dvé nové plné koule z nichz kazda ma stejnou velikost jako ptivodni jedind koule. Tato neuvéritelna véta je skutecné
disledkem axiomu vybéru a lze ji bezchybné a pomérné snadno dokazat.

Problém spociva v tom, Ze uvedeny rozklad sice existuje, ale nejsme schopni jej efektivné realizovat. Paradoxni
rozklad koule ukazuje, ze v trojrozmérném prostoru (a ve vSech prostorech vyssi dimenze) nelze zavést miru objemu téles
tak, aby byla sou¢asné neménna pii pohybu a zachovavala se pii skladani téles z navzajem disjunktnich ¢asti. Je zajimavé,
7e na ptimce a v rovin€ takovou miru zavést lze.

Mohutnost mnoZin

Tento odstavec se tyka pouze mnozin. Nikoliv tfid, které mnozinami nejsou.

Pro mnoziny s kone¢nym poctem prvki plati nasledujici tvrzeni:

Pokud mnoziny A a B maji stejny pocet prvki, existuje prosté zobrazeni A na B.

Pokud mnozina A ma méné¢ prvki nez B, existuje prosté zobrazeni A do B, ale neexistuje prosté zobrazeni B do A.

Pokud mnozina B ma mén¢ prvkl nez A, existuje prosté zobrazeni B do A, ale neexistuje prosté zobrazeni A do B.

Pokud u kone¢nych mnozin existuje prosté zobrazeni jedné na druhou, potom kazdé jiné prosté zobrazeni jedné do druhé
je také zobrazenim na tuto mnozinu.

To nas vede k myslence jak rozsitit pojem ,,pocet prvka“ i na nekone¢né mnoziny. Tomuto zobecnéni fikaime mohutnost
mnoZiny moh(A) nebo kardinalita mnoziny card(A). Hodnot¢, ktera tento zobecnény pocet vyjadiuje kardinalni ¢islo.
Ptirozena ¢isla jsou kardinalnimi ¢isly kone¢nych mnozin. Nekonecna kardinalni ¢isla zavedeme.

Musime vSak byt opatrni. Pro nekone¢né mnoziny je situace ponckud odlisna. Vyplyva to z piikladu:

N necht’ je mnozina vSech ptirozenych cisel,

S mnozina vSech sudych ptirozenych ¢isel.

f(n) = n je prosté zobrazeni S do N, které neni zobrazenim na N.

g(n) = 4-n je prosté zobrazeni N do S, které neni na zobrazenim S.

h(n) = 2-n je prosté zobrazeni S na N, tedy bijekce.

N={1 = 2 3. 4 5 6 7 8 ...}
m’/ f g h
S= {7 4 6 87

U nekone¢nych mnoZin se tedy musime smifit s tim, Ze je budeme povaZovat za ,stejné velké®, pfesnéji fikat, ze maji
stejnou mohutnost, pokud existuje aspon jedno prosté zobrazeni jedné na druhou.

U kone¢nych mnozin neni mozné zobrazit mnozinu vzajemné jednoznacné na jeji vlastni ¢ast (aby ,,néco zbylo). Kazdé
prosté zobrazeni kone¢né mnoziny do sebe je zobrazenim na sebe.

U nekonecnych mnozin to, jak jsme prave vidéli, mozné je.

Touto vlastnosti 1ze dokonce kone¢né mnoziny charakterizovat.

Mnozina je konecna tehdy a jen tehdy, pokud kazdé prosté zobrazeni této mnoZziny do sebe je zobrazenim na sebe.



Abychom mohli mohutnosti porovnavat navzajem potiebujeme nasledujici vétu

Cantor - Bernsteinova véta: Jestlize existuje prosté zobrazeni mnoziny A do mnoziny B a soucasné existuje prosté
zobrazeni mnoziny B do mnoziny A, potom existuje také prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Diikaz této véty vynechame. Ma vSak pro definici mohutnosti zasadni vyznam. Cantor — Bernsteinova véta umoziuje
vzajemné porovnavat mohutnosti mnozin.

Rikame, Ze mnoziny A a B maji stejnou mohutnost, pokud existuje prosté zobrazeni A na B.

Rikame, Ze mnoZina A ma mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti B, pokud existuje prosté zobrazeni A do B, tedy na
podmnozinu B.

Rikame, e mohutnost mnoziny A je mensi nez mohutnost mnoziny B, pokud existuje prosté zobrazeni A do B a
neexistuje prosté zobrazeni A na B.

Kardinalni cislo je spolecna vlastnost mnozin stejné mohutnosti. Piesnéji: Na tfidé vSech mnozin (pozor, vSechny
mnoziny netvofi mnozinu, ale vlastni tfidu !) je vztah ,,mit stejnou mohutnost™ ekvivalenci. Ta rozdéluje tuto tfidu na
ttidy ekvivalence. Kardinalni ¢isla charakterizuji tyto tridy.

Mohutnost mnoziny A oznacujeme card(A), nebo moh(A), n¢kdy téz |A].

Mnoziny, které maji mohutnost stejnou jako je mohutnost mnoziny N vsech piirozenych Cisel se nazyvaji spocetné.

Lze je charakterizovat tim, Ze vSechny jejich prvky lze sefadit do posloupnosti.

Mohutnost spoc¢etnych mnozin se oznacuje hebrejskym pismenem OR - (¢ti ,,alef nula®)

Lze ukazat, Ze kazda nekonecna mnozina obsahuje spo¢etnou podmnozinu.

OXje tedy nejmensi nekonecné kardinalni ¢islo. Vyjadiuje mohutnost spocetnych mnozin.

Snadno 1ze dokazat, ze kazda cast spocetné mnoziny je také spocetna nebo konecna (je ,,nejvyse spocetna‘).

Priinik dvou spocetnych mnozin je spocetnd nebo kone¢nd mnozina. Sjednoceni dvou spocetnych mnozin je spoCetna
mnozina.

Kartézsky soucin dvou spocetnych mnozin je rovnéz spocetna mnozina. Jak dvojice sefadit do posloupnosti plyne z
nasledujiciho schématu:

(al.bl) (al.b2) (al,b3) (al,b4) ...
A"'-“-.-.. 4____..---"- ‘_____._.--" ‘_'
(a2,b1) (a2.b2) (a2,b3) (a2,B4) ...

‘_' 4_..-“'"“‘ ‘_.' ‘_...--"'---
(a3,b1) (a3,b2) (a3.03) (a3, b4)

(@8, B1) (a4 b2) (a4, B3) ...

Seradime: (al, bl), (al, b2), (a2, bl), (al, b3), (a2, b2), (a3, bl), (al, b4, (a2, b3), (a3, b2, (a4, bl), (al, b5), ...

Spocetna je tedy i mnozina vSech racionalnich ¢isel — moh(Q) = ON.

Spocetné je i sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin.

Spocetna je i mnozina vSech konecnych fetézcii znaki (slov) z libovolné konecné abecedy.

Do posloupnosti je sefadime takto: Na prvé misto pfijde prazdny fetézec. Poté fetézce o jednom znaku, setazené
abecedné. Poté abecedné sefazené fetézce o dvou znacich. Poté trojznakova slova, atd. VyCerpame tak vSechna slova,
libovolné konecné délky.

Jsou vsak 1 ,,veétsi* mnoziny. Ukazeme, ze mnozina vSech nekone¢nych posloupnosti znakii 0 a 1 spocetna neni.

Dtikaz naznac¢ime tak zvanou diagonalni metodou, ktera se v teorii mnozin uziva Casto (vSimnéte si, Ze do jisté miry
pfipomina paradox holi¢e i Russeliiv paradox). Predpokladejme, Ze vSechny takové posloupnost sefadit lze a Ze jsou
sefazeny do tfadkd p(1), p(2), p(3), ... oboustrann¢ nekone¢né matice:

p(l)= a,,8,,8,8, .
p(2) = By Byps Bygs B oo
p(3)= Bypp 83y Ay By oo

pm)=a ,a ,a ., ..a ..

n2’> "n3’ nn
sestrojme nyni posloupnost bl, bz, b3, ... takto: Je-li a,,= 0, bude b,= 1. Je-li a,,= 1, bude b,= 0.
Ta musi nékde v nasem schématu byt, protoze predpokladame, Ze jsme v ném vycerpali v§echny posloupnosti.
Necht je na misté k . To ale byt nemtize, protoze by # ay. Nas predpoklad, Zze v daném schématu Ize vycCerpat vSechny
posloupnosti byl chybny. Uvazovana mnozina je tedy nespocetna.
Zvéazime-li, Ze jde ve skutecnosti o vyjadieni redlnych ¢isel z intervalu <0, 1> v dvojkové soustave, ukazali jsme, Ze
nespocetna je mnozina Cisel z <0, 1> a zfejme i z intervalu (0, 1). Ten lze ale snadno zobrazit prosté¢ na mnozinu R vSech
redlnych Cisel. I ta je tedy nespocetna. Mohutnost mnoziny realnych ¢isel fikdme mohutnost kontinua a zna¢ime ji ¢
nebo téz 2X0



Diagonalni metodu lze uzit i na diikaz toho, ¢ mnozina 2* viech podmnozin mnoziny A ma vzdy vétsi mohutnost nez je
moh(A). Necht’ f je prosté zobrazeni A na 2*.

Sestrojme podmnozinu B mnoziny A takto:

Pokud pro x € A je x € f(x), pak x € B. T B={x€eA:x¢&f(x)}

Pokud x € f(x), pak x € B.

B je zfejmé podmnoZzina A a je tedy obrazem f(y) néjakého prvkuy € A.

Polozme si otdzku, zda je y € B ¢i nikoliv.

Snadno se presvédéime, Ze ani jedna z t&chto .. Na§ predpoklad, Ze existuje prosté zobrazeni f mnoziny A na 2 * byl tedy
chybny. ProtoZe A lze prosté zobrazit na jednoprvkové podmnoziny A, je moh(A) < moh(2*).

Snadno se ukaze, ze mohutnost mnoziny 2¥ vS§ech podmnozin pfirozenych ¢isel je také c. To je také divod toho, proc¢
mohutnost kontinua oznacujeme téz 2. OXR

Vznika piirozené otazka, zda existuje n¢jaké kardinalni ¢islo, které lezi mezi X a 2%0. Negativni odpovéd’ na tuto otazku
predstavuje tak zvana hypotéza kontinua. Zname sice mnozinu, jejiz mohutnost je dana kardinadlnim cislem, které
bezprostfedné nasleduje za No . Toto Cislo zna¢ime X; . Nevime vSak zda X = 2%0 nebo zda Ry < 2. Jde o dalsi tvrzeni,

které nelze z axiomu teorie mnozin ani dokazat, ani vyvratit.
Zda hypotézu kontinua predpokladame nebo ne také ovliviiuje matematiku. Ne vSak tak zasadné jako axiom vybéru.
Tvrzeni o mohutnosti potence mnoziny ukazuje, ze ke kazdému kardinalnimu ¢islu miZzeme sestrojit dals$i kardinalni
Cislo, které je vetsi.
Mohla by vzniknout otazka: Jaka je mohutnost ,,mnoziny* vSech kardinalnich c¢isel?
Tato tivaha vSak vede jen ke sporu. Pokud pro kazdé kardinalni ¢islo sestrojime mnozinu prislusné mohutnosti a v§echny
tyto mnoziny sjednotime, dostaneme mnozinu, jejiz mohutnost je ziejmé vétsi nebo rovna mohutnosti vSech
sjednocovanych mnozin. Oznaéme ji tieba © a jeji mohutnost =Z. Cislo 27 je ale vétsi ne =, tedy vétsi nez GipIné viechna
kardinalni &isla, ale piitom je jednim z kardinalnich &isel, protoze je mohutnosti mnoziny 2°.
Ve skutecnosti o zadny paradox nejde. Problém je v tom, Ze kardindlni Cisla netvofi mnozinu, ale vlastni t¥idu, ktera
mnozinou neni. O mohutnosti tfid nema smysl hovofit.
Milhavé (fuzzy) mnoZiny (tZ neostré mnoziny)
Snaha postihnout neurcitost (vagnost) informace
Rozdilny koncept nez je pravdépodobnost (stochasticka neurcitost)!
Stochasticka neurc¢itost. Po provedeni pokusu dostaneme jednoznac¢nou odpoveéd’
Kvantova neurcitost. Pokus nelze opakovat pro nekompatibilitu jevii
Milhavost (vagnost). Na otazku nelze odpovédét binarné
Snaha postihnout tfeti moznost.
Charakteristicka funkce (funkce pfislu$nosti) mnoZiny
1prox €A
p(x)= uzito pro representaci mnozin napiiklad v jazyce PASCAL

0 pro x €A

0

<a, =0)

Mlhavé mnoZiny
Dano univerzum U mlhava mnoZina je urcena funkci pfisluSnosti (charakteristickou funkei): u, : U — <0, 1>.

Ptiklad: Vysoky clovek

1

0
160 170 180 190 200 210

Nosi¢ supp(A) = {x €U: p (x) > 0}

Jadro core(A) = {x €U: n, (x) = 1}

Hladiny a fFezy:

Pro0<ac<lje

o-hladina mlhavé mnoziny A mnoZina {x €U: pu, (x) = a }



o-fez mlhave mnoZiny A mnoZina {x €U: p (x) > o }

ostry o-fez mlhaveé mnoZiny A mnoZina {x €U: p (x) > a}

Hladiny a fezy jsou (ostré¢) mnoziny.

Mlhavou mnozinu Ize charakterizovat systémem fezi

R, : <0, 1> — exp(U)

R, (0)={x €U: p,(x) = a}.

Inkluse pro mlhaveé mnoZiny: A je podmnozinou B (A € B) pravé kdyz p, (x) < p(x) pro vechna x €U.
Operace s mlhavymi mnoZinami

Stupeni prislusnosti bodu k vysledku operace musi zaviset pouze na stupni pfislusnosti k operandim. Tim musi byt
jednoznacné uréen. To je rozdil od operaci s pravdépodobnostni neurcitosti, kde navic zalezi na zavislosti jevi.
Nejcastéji se pouzivaji tak zvané standardni operace:

Doplnék: p  (x) =1 - p, (x).

Sjednoceni: p (x) = max(p,(x), p,(x)).

Primik: p (x) = max(p, (x), p,(x)).

Jsou vSak mozné i jiné typy zakladnich operaci (vic typt doplnkt, sjednoceni a prinik).

Naptiklad prinik:

Mg (X) = 1, (x).415(x) (produktovy) nebo

U 4 (X) = max (,u L (). g (x) = 1,0) (Lukasiewiczuv), pfipadné obecnéjsi

1405 () = max ((1 — o, () =1)" + (u, (x) 1) )l/w pro w>0 (Yagerovy) nebo

4 4(x) pro prg(x) =1
/uAQB(x) =< Hy(x) pro u,(x) =1

0 jinak (tzv. drasticky)
téz pro fuzzy negaci, sjednoceni, implikaci i ekvivalenci existuje fada alternativnich moznosti.
S mlhavymi mnozinami tizce souvisi tak zvana mlhava (fuzzy) logika. V mlhavé logice mohou pravdivostni hodnoty
nabyvat hodnot z intervalu <0, 1>, podle neurcitosti ptislusného tvrzeni.
V mlhavé logice mame také kromé standardnich logickych spojek moznost riznych variant pro negaci, konjunkci,
disjunkci, implikaci. Blize viz skripta CVUT: Navara, M. a Ol3ak, P.: Zaklady fuzzy mnozin.
Poznamenejme Ze
1. - alternativni teorie mnoZin a alternativni matematika a
2. - teorie mlhavych (fuzzy) mnoZin a mlhava logika
predstavuji dva velmi odlisné piistupy k popisu neurcitosti nasich poznatka a praci s nimi.
Prvy ma hlubsi filosoficky zaklad a je zaloZen na formalnim modelu, ktery respektuje meze naSeho poznani svéta. Nema
primé vypocetni aplikace, avSak znacny teoreticky vyznam.
Druhy je zalozen na aparatu klasické matematiky a idealni predstavé plné poznatelnosti a popisuje neurcitost prostredky
klasické matematiky. Je vhodnéjsi vypocty a pro piimé aplikace. Pro informacni techniky mnohem

propracovanéjsi.



2. RELACE, GRAFY, OPERACE, STRUKTURY, TEORIE

n-arni relace s doménami A, A,, ... , A, = Podmnozina kartézského soucinu A;xA, X ... XA,.

Uziti v databazich.

n-arni relace na mnoziné A = PodmnozZina kartézského soucinu AxA x ... xA = A",

UZiti pro vlastnosti a vztahy mezi prvky téZe mnoziny.

- . unarni relace na A formalizuji vlastnost prvki,

- binarni relace na A formalizuji vztah mezi dvéma prvky,

- ternarni relace na A formalizuji vztah mezi 3 prvky, napt. byt souctem prvych dvou,

Preference a binarni relace na mnoZiné

Formalizace vztahu ,,byt aspon tak dobry* — levnéjsi, slozitéjsi ... (neostré relace) a ,,byt lepsi, ... (ostré relace).

Misto (a, b) € R piSeme Casto a R b a misto R pouzivame znacky typu <, <, >, ...

Neékteré dilezité vlastnosti binarnich relaci — relace R se nazyva:

Symetricka [symetric], pokud ze vztahu a R b plyne vztah b R a.

Nesymetricka [nosymetric], pokud existuji a a b tak Ze a R b ale neplati b R a.

Antisymetricka [antisymetric], pokud ze vztahiia R bab R a plyne, ze a=b.

Asymetricka [asymetric], pokud z platnosti a R b vyplyva, ze neplati b R a (vSimnéte si rozdilu od ptedchozich dvou
pozadavk).

Reflexivni [reflexive], pokud pro vSechna a € A je a R a (definici nereflexivni a antireflexivni relace, ktera se nékdy
nazyva téz ireflexivni relace, dopliite sami).

Transitivni [transitive], pokud pro vSechna a,b,c € Aplati(aRbAbRc)=>aRec.

Negativné transitivni [negatively transitive], pokud z neplatnosti vztahu a R b a neplatnosti vztahu b R ¢ plyne
neplatnost vztahu a R ¢ (jinymi slovy, pokud je x R y, potom pro libovolné z € A je bud x R znebozR y.

Uplna [complete], pokud pro kazdé dva rtizné prvky a, b € A, a#b, je bud’ a R bnebo b R a.

Silné Gplna [strongly complete], pokud pro kazdé dva prvky a,b € A jebuda R bnebob R a.

Preference vyZaduji vZdy transitivnost.

Pokud neni ani a > b ani b > a miiZe to popisovat dvé rizné situace:

1. aab jsou z hlediska naseho hodnoceni zcela zdménné — ekvivalentni (co je lepsi nez a je také lepsi nez b a naopak).

2. aab jsou z hlediska naseho hodnoceni neporovnatelné (vylep$im-li a na a*, nemusi byt a* lepsi nez b a naopak).

= Ostré preference nemohou popsat situaci uplné. Je tfteba dodate¢né odlisit neporovnatelné a ekvivalentni prvky.
Popiseme-li situaci pomoci neostrych preferenci 1ze neporovnatelné a ekvivalentni prvky odlisit takto:

- . Pokud a > b a soucasné b > a jsou prvky a a b ekvivalentni,

- . Pokud neplati ani jeden ze vztahti a > b a b > a jsou prvky a , b neporovnatelné.

Ostrou relaci preference > lze definovat pfirozen€ vztahem >=> - <

Ekvivalenci = pak vztahem ~=> N <,

Nejcastéji uzivana terminologie pro preferencni relace (pozor ne jedina uzivana!):

Ekvivalence = relace, ktera je soucasné reflexivni, symetricka a transitivni. Ekvivalence generuje rozklad svého nosice na
podmnoziny vzajemné ekvivalentnich prvka. Tyto podmnoziny jsou po dvou disjunktni a jejich sjednocenti je cely nosic.
Pro neostré preference:

Definice: Rikdme, Ze binarni relace > na mnoziné A je (neostrym) kvaziuspoiadanim [quasiorder] na A, jestliZe je
reflexivni a transitivni. Uvedenim slova ,,neostrym* v zavorce rozumime to, Ze jej budeme ne¢kdy vynechavat. Zde i
nadale bude platit, Ze pokud zadné adjektivum, ,,neostré* ani ,,0stré* neuvedeme, budeme piedpokladat, ze jde o neostry
vztah.

Definice: Binarni relace se nazyva ¢asteénym usporadanim [partial order] na mnozing A, je-li kvaziusporadanim na A a
ze vztahlia > b a b > a plyne Ze a = b, to znamena, relace [ je antisymetrickd. (Mohou existovat neporovnatelné prvky,
ale ne ekvivalentni, ale rizné prvky)

Definice: Binarni relace na mnozin€ A se nazyva slabym usporadanim [weak order] na A, je-li kvaziusporadanim (to
znamena, je-li reflexivni a transitivni) a je-li navic siln€ iplna, to znamena pro libovolné dva prvky a, b € A plati aspoii
jeden ze vztahti: a>b nebo b > a.

(Mohou existovat riizné ekvivalentni prvky, ale ne riizné neporovnatelné prvky).

Definice: Binarni relace > na mnozin¢ A se nazyva usporadanim [order], je-li slabym uspofadanim na A a pro libovolné
dva prvky a, b € A plati pravé jeden (to znamena aspoii jeden a zaroven nejvySe jeden) ze vztahti: a>b, b >a, a =b.
(Nekdy linearni uspotadani)

Jinymi slovy, jestlize ze vztahu a = b vyplyva a = b, tedy relace > je antisymetricka.

(Neexistuji riizné neporovnatelné ani riizné ekvivalentni prvky)

Pro ostré preference:

Definice: Binarni relaci > na A nazyvame ostrym c¢astenym usporadanim [strict partial order] na A, pokud je
asymetricka a transitivni.

Je ztejmé, Ze ostré Castecné usporadani je i antireflexivni, tedy pro vSechna a€A neplati a > a.



Definice: Binarni relaci > na A nazyvame ostrym slabym uspoiadanim [strict week order] na A, pokud je asymetricka a
negativné transitivni.

Definice: Binarni relaci > na A nazyvame ostrym usporadanim [strict order] na A, pokud je transitivni, asymetricka a
uplna.

To znamen4, Ze ze vztahii: a > b, b > a, a = b plati u usporadani vZdy pravé jeden (aspon jeden a nejvyse jeden).

Ptehled vlastnosti v tabulkové formé:

\ znamena, e piisluina preferenéni relace vlastnost ma

VW je pouzito u vlastnosti, které mohou slouZit jako definiéni
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Reflexivni Y \ N A W
Symetricka W
Tranzitivni \ \ \ \ \ W W N
Asymetrickd \ W W
Antisymetricka W W V Y
Negativné N N W
tranzitivni
Silng uplna W W
Uplna N W

Zvlastni piipady ostrého ¢aste¢ného uspoiradani

Relace s netransitivni nerozlisitelnosti. Popisuji situace kde “nerozname velmi malé rozdily”.

a _1 b modeluje vztah a je zieteln¢ lepsi nez b.

Pokud bychom se snazili nalézt vztah a a b nelze odliSit a == b jako ekvivalenci neuspéjeme, protoze tento vztah neni
transitini Proto je nutné pro :I volit j iné postupy

v

Intervalové usporadani:

J(w)
« O .
W
1) I J()
—( > < O &
Z ¥ X

Semiusporadani:

o 0

” ”

O O O
f(c) f(b) f(a)
Obe relace I1ze popsat axiomy, které je tfeba splnit. Pojem intervalové uspotfadani je obecnéjsi. Kazdé semiusporadani je
intervalovym uspofadanim, ne naopak. V obou pfipadech jde o zvlastni ptipady ostrého ¢aste¢ného usporadani.
Na zakladé teorie mlhavych mnozin lze vybudovat i teorii mlhavych (fuzzy) relaci.
Representace relaci:
- Matice z 1 a 0 —tad = pocet prvkt bazové mnoziny, a,= 1 < (4,j)ER

- Orientovany graf = pocet uzli = mohutnost bazové mnoziny, uzly i a j propojeny orientovanou hranou < (i, j) €R.
Castecné uspotadani (a kazda transitivni relace) lze znazornit i tak zvanym Hasseho diagramem. V ném vynechavame z
grafu relace Sipky, které jiz vyplyvaji z transitivnosti.

Uplny graf relace Hasseho diagram
&
P
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Dimense ¢astecného ostrého uspoiadani
Kazdé castecné ostré uspotfadani lze doplnit na tak zvané topologické uspotfadani, které je jiz (linearnim) ostrym
usporadanim, ptidanim novych prvka (vztahtt) do relace. Lze to udélat vice zptisoby.
Priklad:
A Topologicka uspoiadani:
1”/&\‘\‘ Tl:a>b>c>d>e>f>g
b_ ¢
.

f T2:a>f>e>d>c>f>g.
dimense = 2

Mnozina topologickych usporadani se nazyva tplna pro dané ¢astecné ostré usporadani pokud plati:

Pokud je x pred y ve vSech topologickych usporadéanich této mnoziny, je x pred y také v ¢asteCném ostrém uspotadani.
Uplna mnozina topologickych uspotadani charakterizuje ostré &aste¢né uspotadani.

Minimalni pocet topologickych uspotfadani, které pro dané ostré ¢astecné uspoiadani tvoii uplnou mnozinu nazyvame
dimense ostrého ¢asteéného usporadani.

Dimense je dtlezita pro nejmensi pocet ,,zndmek", kterymi lze ¢astecné usporadani charakterizovat.

4 g=3

Piiklad ostré ¢asteé¢né dimense 3:

001 011 Lepsi = vSechny soufadnice jsou > a aspoii jedna je >.

Grafy

Pojem grafu souvisi tizce s pojmem binarni relace. Budeme uzivat nasledujici terminologii

Orientovany multigraf — je urCen (formaln¢ to matematici vyjadiuji, Ze je usporadanou trojici (V, H, ¢):

(1) Kone¢nou neprazdnou mnozinou V, uzli (vrchold) grafu,

(2) kone¢nou mnozinou orientovanych hran (Sipek) H,

(3) zobrazenim ¢, H do V x V | které urcuje odkud kam hrana sméfuje.

(Mezi dvéma vrcholy miize vést Zadna orientovana hrana Sipka, jedna Sipka nebo vice Sipek.)

Pokud je zobrazeni ¢ prosté, fikame, Ze jde o orientovany graf (Sipka je nejvyse jedna).

V ptipadé, ze u orientovaného grafu nahradime hranu h pfimo jejim obrazem ¢(h) = (a, b), pojem orientovany graf s
mnoZinou vrcholi V splyne s pojmem binarni relace na V.

Neorientovany multigraf a graf vznikne tim, Ze ve vSech definicich uspotddanou dvojici (a, b) nahradime
dvouprvkovou mnozinou {a, b}, je-li a # b a jednoprvkovou mnozinou {a} pro dvojici (a, a) — tak zvanou smycku. Tedy
zrusenim orientace, ,,pfeménou Sipek na neorientované hrany*.

Pozor! ZruSenim orientace u orientovaného grafu mtize vzniknout neorientovany multigraf, ktery grafem neni (existuji-li
v orientovaném grafu Sipky obéma sméry).

Pozor na to, co se v jakémkoliv textu rozumi pod pojmem graf (bez ptivlastku). Nékdy se tim mini orientovany, jindy
neorientovany graf. Nékdy se grafem rozumi i graf bez smycek.

Pro rtizné aplikace se hodi rizné varianty uvedenych definic.

Nékteré dalsi pojmy casto uzivané pro grafy (vSe plati pro orientované i neorientované grafy, pokud neni vyslovné
uvedeno jinak):

Uzlové ohodnoceny (nebo téZ uzlove obarveny) graf = Kazdému uzlu je pfifazen prvek z néjaké mnoziny — jeho hodnota
(Booleovska hodnota, ¢islo, text, ...).

Hranové ohodnoceny graf = hodnota je ptifazena hranam grafu.

Sled [Trail] z uzlu x do uzlu = posloupnost vrcholt {Vj} \ takova, Ze x = v, y = v, a libovolné¢ dva nasledujici

i=0,..,
vrcholy jsou spojeny hranou. Tedy (vj, vj+1) € Hproj =0, ..., N - 1. Uzel x se nazyva pocatecni, uzel y koncovy uzel
sledu.

Cesta [Path] z uzlu x do uzlu y — sled z x do y ve kterém se kazdy uzel, s vyjimkou dvojice x a y, kde miize byt x =y,

vyskytuje pouze jednou. Tedy v;# v, jestlize j #k; j, k=1, ... N-1. Pokud existuje sled z x do y, existuje take cesta z x do
y.
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Délka cesty [Path length] v hranové ohodnoceném grafu Cisly = soucet vah vSech hran na této cesté (pripadn¢ pocet
hran, je-li kazda ohodnocena 1). Minimalni cesta z uzlu x do uzlu y je cesta z x to y, kterd ma nejmensi délku ze vSech
cestzxtoy.

Souvisly neorientovany graph [connected grph] je neorientovany graf, v kterém mezi libovolnymi dvéma vrcholy
existuje aspon jedna cesta. Orientovany graf nazyvame souvisly, je-li souvisly multigraf vznikly zrusenim jeho orientace.
Orientovany graf je silné souvisly [strongly connected graph], jestlize mezi libovolnymi dvéma jeho uzly existuje
(orientovana) cesta.

Cyklus v grafu [cycle or loop] je cesta, ktera zacCina a konéi ve stejném uzlu grafu. Graf, ktery obsahuje aspon jeden
cyklus se nazyva cyklicky graf, graf v kterém zadny cyklus neni se nazyva acyklicky graf.

Hamiltonovsky cyklus je cyklus, ktery obsahuje vSechny uzly grafu (a protoze jde o cestu, prochdzi kazdym uzlem s
vyjimkou poc¢atecniho, ktery je totozny s koncovym, pouze jednou).

Les [Forest] je neorientovany acyklicky graf.

Strom [Tree] je souvisly les (tedy souvisly neorientovany acyklicky graf). Les s N uzly ma N — 1 hran. Pokud je graf s N
uzly a N — 1 hranami souvisly, je to strom.

Vymezime-li ve stromu jeden jeho uzel jako kofen [root], je tim uréena jednoznaéné orientace a ziskdme orientovany
graf - tak zvany kofenovy strom.

Podgraf [Subgraph] grafu G = (V, E) je graf G’ = (V’, E’), pro ktery je V' € Va E* € E’ a (V’, E’) je graf.
Poznamenejme, ze pokud V' € V a E’ € E’ mlze nebyt (V’, E”) podgrafem. Spolu s kazdou hranou je nutné vybrat i oba
jeji uzly.

Kostra neorientovaného grafu [Spanning tree or frame] G = (V, E) je jeho podgraf (V, E’), ktery obsahuje vSechny
vrcholy ptivodniho grafu a je stromem. Jde tedy o acyklicky podgraf, obsahujici vSech N uzli a N — 1 hran. Kostra
existuje pro kazdy souvisly graf. Vynechanim libovolné hrany z kostry ziskame graf, ktery jiz souvisly neni (Ve stromu je
kazda hrana ,,mostem‘ — jejim odebranim vznikne nesouvisly graf).

Operace

Intuitivné: Operace = Ptedpis, ktery dvéma (nebo vice) vstupnim hodnotadm (argumentim) z dané mnoziny pfifazuje
jednoznacéné vysledek.

Binarni operace na mnozZiné A = Ternarni relace R na A, ktera ma vlastnost:

Pokud (x, y, z) € R a sou¢asné (x,y, v) € R, potom z=v.

Mnozina A se nazyva nosi¢ operace.

Pro operace obvykle uzivame znacky pfipominajici operace s Cisly: +, -, *,», @, &, ...

Obvykle uzivame tak zvanou ,,infixovou* notaci: z=x @ y misto (x, y, z) E®

Nékteré dileZité vlastnosti binarnich operaci

Binarni operace s nosi¢em A se nazyva:

Totalni [total] (n€kdy téz uplna [complete]), pokud pro libovolna a, b € A existuje ¢ € A tak, Ze a @ b = c. Totalni
operace tedy musi mit vysledek pro libovolnou dvojici argumentd.

Asociativni [associative], pokud pro libovolnd a,b,c € Aplatia@ (b P c)=(a @ b) D c.

Komutativni [commutative] , pokud pro libovolnd a,b€ Aplatia @ b=b @ a.

S neutralnim prvkem [with neutral element] &, pokud pro libovolné a € A platia @ e=¢ @ a=a.

S inverznim prvkem [with inverse element], pokud ke kazdému a € A existuje a’ € A takové, Ze platia @ a’ = ¢, kde ¢
je neutralni prvek.

Mnozina s operaci, kterd ma vSechny zminéné vlastnosti s vyjimkou komunikativnosti se nazyva grupa. Pokud v grupé
plati i komutativni zédkon, hovoifime o Abeloveé grupé. Grupy jsou piikladem struktur, které se v matematice vyskytuji
Casto. Cela Cisla, racionalni ¢isla, realna ¢isla i komplexni ¢isla tvoii Abelovu grupu vzhledem k operaci s¢itani. Ne vSak
vzhledem k operaci nasobeni (pro¢?). Permutace konecné mnoziny a euklidovské pohyby v roving tvoti grupu vzhledem
k operaci skladani. Tyto dvé grupy nejsou Abelovy.

Struktury

V matematice a informatice Casto potfebujeme vySetiovat myslenkové konstrukce, kdy na mnoziné je n€kolik relaci
(n€které z nich mohou byt operacemi), které spolu riznym zptisobem vzajemné souviseji. Témet vzdy vystaCime s
kone¢nym (obvykle nevelkym) poctem takovychto relaci.

Priklady:

- Cisla (z n€&jakého ciselného oboru), relace ,,byt vetsi nebo rovno®, operace ,,s¢itdni“ a ,,ndsobeni* Cisel.

- Programy pro dany pocitac, relace ,,byt slozit€jsi“, operace ,,skladani programovych modult®.

Matematicky se takovéto konstrukce nazyvaji struktury a definuji takto:

Struktura = MnoZina (nosi¢ struktury) a kone¢na mnoZina relaci na této mnozZiné. S = (A, {Rj }j o)

Relace ve struktufe mohou mit riiznou aritu. Nékteré z nich mohou byt operacemi.
Nejcastéji se budeme setkavat se strukturami uréenymi jednou relaci (preference) a jednou operaci skladani prvki této
mnoziny. Tedy S = (A, >, @), kde > je obvykle slabé uspofadani na A a @ operace skladani prvki z A.
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Dillezita je vzajemna souvislost této preferenéni relace a operace skladani. Casto totiz je tieba, aby nezalezelo na pofadi
skladani nebo aby vylepSenim casti se nepohorsil celek.

Necht’ > je slabé uspofadani na mnoziné€ A a = je jim generovana relace ekvivalence a necht’ @ je totalni operace na A.
Rikame, e operace @ je:

slabé asociativni, jestlize pro libovolné a,b,c E Aplatia@ (b D c)=(a @D b) D c;

slabé komutativni, jestlize pro libovolné a,b € Aplatia@ b=b @ a;

zprava monotoénni [right monotone], jestlize pro libovolné a, b, ¢ € A ze vztahu a > b vyplyva, ze platitakea @ ¢ >b @
c;

zleva monotonni [left monotone], jestlize pro libovolné a, b, ¢ € A ze vztahu a > b vyplyva, ze platitaké c @ a>c @ b;
monotonni [monotone], je-li soucasné zprava i zleva monotonni.

Archimédiiv axiom

Dalsi dulezitou vlastnosti takovychto struktur je, zda dostatecné ¢astym piidavanim drobnych vylepseni mizeme prekonat
jakoukoliv pocatecni nevyhodu ¢i nikoliv.

,Gutta cavat lapidem non vi sed saepe cadendo®. Toto znamé latinské pfislovi fika zhruba to, ze Casto padajici
kapka provrta kdmen ne svou silou, ale tim, Ze pada casto. To plati i pro Cisla. Pfidavame—li kladné ¢islo k néjakému
zékladu ptic¢itanim dosti dlouho, po ¢ase prevysime jakoukoliv hranici, zadanou na pocatku. V zivoté to nékdy plati téz,
nékdy vsak ne. Ptipady, kdy to neplati, jsou znamé. Nekteré véci, naptiklad Zivot ¢i zdravi, nelze vyrovnat tieba penézi,
byt by jich bylo jakkoliv mnoho. Strukturam, které maji tyto vlastnost fikdime archimédovské.

Archimédiiv axiom nyni formulujme pfesné&ji: Necht' > je slabé uspofadani na mnoziné A, > jim generované ostré slabé
uspofadani a necht’ @ je totalni operace na A. Rikdme Ze slabé uspotadani > je archimédovské vzhledem ke skladani @,
pokud plati: je-li a > b a ¢ > d, potom existuje pfirozené ¢islo N tak, Zeb @ N °c>a @ N ° d, kde symbol N °x Je pro
libovolné x € A a libovolné pfirozené Cislo N definovan (indukci) takto: 1 X = X,
(N+1)°x=(N°x @ x) pro libovolné pfirozené ¢islo N.

Archimédiv axiom lze formulovat i n€kolika jinymi ekvivalentnimi zptisoby. Jeden z nich je napiiklad tento:
Aritmetickou (nebo téZ standardni) posloupnosti v A se nazyva kazda nekonecnd posloupnost prvkl a;, a,, ... € A,
takovd, Ze aj,; = a;+ b, kde b € A je pevné zvoleny prvek. Posloupnost se nazyva omezend, pokud existuji prvky d, h € A,
tak, ze h > a; > d pro vSechna pfirozend ¢islaj=1,2, ... .

Archimédiv axiom je ekvivalentni s pozadavkem, aby neexistovala zadna nekonstantni omezena aritmeticka posloupnost.
Zda v konkrétni posuzované situaci Archimédiv axiom plati ¢i nikoliv, musime posoudit pfipad od ptipadu. Jde o to
uvazit, zda dostatecné mnoho malych pfinosi vyrovna ¢i prevazi jeden velky deficit, nebo zda mnoho slabych tuseni
prevazi jeden jakkoliv silny divod.

Algebry

Strukturu, v kterych uvazujeme prevazné pouze operace (nikoliv jiné typy relaci) nazyvame obvykle algebra.

V algebie mizeme uvazovat jednu operaci (napiiklad grupa nebo algebra fetézci nad danou abecedou s operaci skladani
fetézcll), dveé (Cisla s operacemi ,,+* a ,,-“, ¢tvercové matice t€hoz fadu s operacemi s¢itani a nasobeni ) i vice operaci
(cela Cisla s operacemi scitani, nasobeni, nejvetsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek, relaéni Coddova algebra)
a jejich vzajemné vztahy.

Teorie

V matematice i informatice se Casto setkdvame s tim, Ze fadu objektt situaci s podobnymi vlastnostmi lze popsat tymz
modelem. Byva to zpravidla struktura, u které prvky jejiho nosi¢e a relace mohou byt rizné, jejich pro nas dilezité)
vlastnosti jsou vSak tytéZ nebo obdobné.

Odvozovat pro kazdy ze tfidy podobnych struktur analogickymi postupy nové poznatky znovu by bylo plytvanim praci.
Proto je v souCasné matematice b&zny tento postup: Nosi¢ struktury se nespecifikuje konkrétn€, ale obecné, jako
jakakoliv mnozina. Pravé tak se nedefinuji konkrétné relace (a operace), ale pouze se stanovi jejich arita. Specifikuji se
zakladni vztahy mezi nosiCem a relacemi ve struktufe formou logickych formuli, jejichz pravdivost se piedpoklada a
nedokazuje, tak zvanych ,,axiomu* teorie. A struktura majici tyto vlastnosti se pojmenuje.

Takovéto uspotadané dvojici (S, A), kde S je struktura a A kone¢na mnozina axiomu (logickych formuli) se nazyva
teorie.

Soucasna matematika pak postupuje tak, Ze hleda platna tvrzeni, které lze odvodit z axiomu teorie a tvrzeni, které jiz z
téchto axiomu byly odvozeny. To co je dokdzano v dané teorii pak automaticky plati pro vSechny struktury, které axiomy
teorie splnuji.

Pro odvozeni matematického tvrzeni pak staci:

1. Zjistit, Ze jde o tvrzeni platné v néjakeé teorii.

2. Zjistit, Ze nami vySetfovana struktura splituje axiomy dané teorie.

Soucasnou matematiku lze charakterizovat jako védu o tautologiich na strukturach, platnych v dané teorii.

Naptiklad: Teorie grup je vymezena algebrou (X, @) a axiomy: A = {(1) totalnosti, (2) asociativnosti, (3) existence
neutralniho prvku, (4) existence inverzniho prvku ke kazdému prvku}, plati pro cela ¢isla se sCitdnim, racionalni, realna i
komplexni ¢isla se s¢itanim, permutace kone¢né mnoziny se skladanim, pohyby v roviné a libovolném n-rozmérném
prostoru, geometrické podobnosti, prostad zobrazeni kone¢né mnoziny do sebe se skladanim, pro projekce v relacnich
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databazich a pro tadu dalSich dtlezitych struktur. Staci je dokazat pouze jednou pro teorii grup a ovérit, ze dané konkrétni
struktury splituje axiomy A teorie grup.

Dalsi ptiklady matematickych teorii( nékteré z mnoha): grupoidy, Abelovy grupy, cyklické grupy, algebraicka télesa,
okruhy, svazy, dobfe usporadané mnoziny, metrické prostory, topologické prostory, ... . Neexistuje jedina ucelena teorie
IC. Informatika ¢erpa z fady riznych teorii.
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3. MERENI

Meéfeni je nastroj pro formalni popis vlastnosti vyseku svéta, ktery nas zajima.
Vysledky méfeni je mozné zpracovavat prostiedky matematiky a informatiky a dojit tak k novym poznatkiim o svéteé
kolem nas.

Matematicky
(formalni) model
vyseku svéta

méreni

vipocet

LINTELE]{TUELNi B.-*\.RIER:\J

* III\/
interpretace

Nové poznatky
o formalnim
maodelu

Nové empiricky
relevanini poznatky

byt
et 107

FIL.TR

Mgéfeni nebyva urceno jednoznacné. Zpravidla je zde urcity stupen volnosti.

Interpretovat lze pouze ty vysledky vypoctu, které jsou nezavislé na tom, jaké méteni bylo uzito.

Pokud vysledek vypoctu vede k jinému zavéru pii jiné volbé méfeni, nema empiricky vyznam.

Formalng:

Vysek svéta je zobrazen empirickou strukturou: E = (A, {Rj }j o)

Kde R; jsou relace na A, rizné arity. Nékteré z nich mohou byt operacemi. Nejcastéjsi piipad je struktura E = (A, >, @),
kde > je binarni preferencni relace a @ operace skladani celku z komponent (ternarni relace).
Ji odpovida formalni struktura F = (R, {R’j }j o)) kde R je bud’ mnozina realnych ¢isel nebo mnozina kladnych realnych

¢isel a {R’; }j ¢, Telace na této mnozing, nejcastéji pak mnozina F = (R, >, +) s relaci porovnani ¢isel podle velikosti a
operaci s¢itani Cisel.

Méfeni se nazyva zobrazeni p nosi¢e A empirické struktury do mnoziny realnych ¢isel nebo kladnych realnych ¢isel R,
které zachovava vSechny relace (a operace).

Tedy ve specialnim ptipadé preferencni relace > a operace skladani @ musi platit

X2y e ux) = uy), wWx@y)=pnx)+uly), provsechnax,y€A.

Takovéto zobrazeni Struktury E do struktury F se nazyva homomeorfismus struktur . Homomorfismus nemusi byt
prostym zobrazenim. Riiznym objektim mohou jako vysledek métfeni odpovidat riizna ¢isla.

Je-li homomorfismus prostym zobrazenim, fikdme mu isomorfismus. Isomorfismus struktur ma ten vyznam, Ze misto
toho, abychom vysetovali vlastnosti vice riznych struktur, staci vySetfovat jednu z nich. Vysledky lze pak pfenést na
vSechny struktury isomorfni.

Méfeni [measurement] = Homomorfni zobrazeni p empirické struktury na strukturu, jejimZ nosicem je néjaky
¢iselny obor.

Zobecnéné métreni = Formalni struktura je obecnéjsi, avSak zpracovatelnd v ramci néjaké matematické teorie a
reprezentovatelnd informacnimi nastroji (vektory, matice, ...).

Hodnota p(x) funkce p pro dany empiricky objekt x se nazyva mira [measure] x. Mira urcuje hodnotu néjakého atributu
(méfitelné vlastnosti) objektu x.

Meéfeni nebyva urceno jednoznacné. Pii dvou riznych métfenich nemize vSak byt vztah mezi mirami zcela libovolny.
Funkce f, definovana na p(A) se nazyva pripustna transformace [admissible transformation] mér, pokud z toho, Ze p je
méfeni na struktufe E plyne, Ze i zobrazeni m, definované vztahem n(x) = f(u(x)) je také meéfenim (to je
homeomorfismem) E do F.

Meéfeni spolu s mnozinou (grupou) piipustnych transformaci = mérici stupnice [scale].

Nejcastéjsi mérici stupnice (Stevensova hierarchie)

ABSOLUTNI [absolute]
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Hodnota miry je dana pevné. Pfipustnou transformaci je pouze identita. Ptiklad % z celku. V absolutni stupnici lze kazdy
vysledek ziskany vypoctem interpretovat jako empiricky smysluplny. Hodnoty mér Casti ale nedavaji moznost stanovit
miru celku.

POMEROVA [ratio]

Hodnota miry je uréena jako nasobek zakladni jednotky. Nosi¢em formalni struktury byvaji kladna realna ¢isla.

Grupu piipustnych transformaci tvoii v§echny funkce f(x) = ¢ - x, kde ¢ je kladna konstanta. Piiklady: Hmotnost, délka,
cas. Ale také pocet prvkli konecné mnoziny (muZze byt udan v tisicich, kopach, tuctech, nomo-strankach znaku ...).
Vysledky aritmetickych operaci s mirami byvaji ,,témef vzdy* interpretovatelné v empirickém svété. Vyjimky jsou ridké
(suda ¢i licha délka, ...). Patrné nejvhodnéjsi méfici stupnice (pokud ji lze realizovat méfenim). Umoziluje zjistit miru
celku na zaklad€é miry komponent.

INTERVALOVA [interval]

Proménny pocatek (nula) a jednotka. NosiCem formalni struktury byvaji vSechna realna cisla. Grupu ptfipustnych
transformaci tvoii viechny funkce f(x) = ¢ - x + d, kde ¢ > 0 a d jsou realna ¢&isla. Piiklad: Teplota (°C, °F, K).

Lze interpretovat rozdil hodnot miry, ne vSak pomér ¢i % (TyZ rozdil teplot ma smysl. Polovi¢ni teplota nikoliv).
Empiricky vyznam ma aritmeticky primér mér, ne v§ak geometricky primer.

ORDINALNI [ordinal]

Rozhodujici je pouze potadi (vétsi hodnota miry = vyssi nebo nizsi priorita). Grupu piipustnych transformaci tvoii
vSechny rostouci funkce (pfipadné¢ klesajici). Piiklady: Znamka u zkousky. Volba“bez vyhrad - drobné nedostatky -
vazné nedostatky - téméf nevyhovuje - zcela nevyhovuje* v dotazniku. Interpretovat lze pouze ty vysledky vypoctu, které
zaviseji pouze na poradi, ne na aritmetickych operacich. Tedy empiricky vyznam ma maximum, median, ale jiz ne
aritmeticky primér hodnot mér. Méné vyhodné pro méteni. V tadé dulezitych situaci vSak jsou splnény podminky pro
méfeni v této stupnici, ne vSak podminky pro méteni v pomérové stupnici.

NOMINALNI [nominal]

Cisla uzita pouze pro oznadeni kategorie. Nemaji vyznam priorit ani je nelze uZit pro vypodet. Grupa piipustnych
transformaci je tvofena vemi prostymi funkcemi. Piiklad: Cisla domu v adrese. Interpretovat lze pouze shodu a neshodu
mér. Pfipadné pocet objektil s danou hodnotou miry (modus).

Spolecny rys:

Cim ,,bohat3i je mnoZina pFipustnych transformaci, tim ,,chud$i“ je mnoZina poznatki o formalni struktuie
(Cislech), které lze interpretovat jako smysluplné vyroky o empirické struktuie (poznatky o svété kolem nas).
Nerespektovani typu méFicich stupnic vede k zivaznym chybam p¥i interpretaci poznatkiu ziskanych vypoctem.
Dalsi Casté méfici stupnice:

DIFERENCNT{

Mgéti odchylku. Grupa piipustnych transformaci f(x) = x + d.

LOGARITMICKY INTERVALOVA

Pfipustné transformace: f (x) = B-10™, kde a > 0 a > 0 jsou realna ¢isla. Piiklady: Hluk v decibelech. Jasnost hvézd na
obloze.

Hasseho diagram typu méfticich stupnic:

absolutni stupnice

pomérovi stupnice diferenéni stupnice

l
:

intervalovi stupnice

logaritmicky intervalovi
stupnice

ordinilni stupnice

nomindlni stupnice

Pro uréeni méfeni jsou dilezité podminky pro existenci mefeni v dané stupnici. Tak zvané representaéni véty.
Pro ordinalni méFici stupnici (Birkhoff a Milgram):

16



Véta: Nutna a postacujici podminka pro existenci méfeni v ordinalni méfici stupnici pro empirickou strukturu E = (A, >)
je aby platilo soucasné:

1. Relace > je slabym uspofadanim na mnoziné€ A,

2. A obsahuje nejvyse spocetnou podmnozinu B € A, hustou v A, vzhledem k >. Mnozina B je v A husté, pokud pro
kazdé dva prvky x, y € A, pro které je x >y existoval prvek z € B takovy, ze x>z >y.

Podminka 2 je v informatickych aplikacich splnéna témét vzdy, protoze mnozina vSech konec¢nych fetézcti nad konecnou
abecedou je spocetnd. V informatice pracujeme zpravidla pouze s kone¢nymi a spocetnymi mnozinami. Vyjimku tvofi
pouze mnozina vSech jazykd nad danou abecedou a tedy mnozina v§ech moznych ,,problémi“. Ta ma mohutnost c.
Podstatnym omezenim je splnéni podminky 1. Pokud preferencni relace ma neporovnatelné prvky a je tedy pouhym
kvaziusporadanim, ordinalni méfeni (jedinym cislem) sestrojit nelze. V tomto piipadé je dimenze n preferencni relace
vetsi nez jedna. Preference pak miizeme vyjadiit zobecnénym meétfenim. Sestrojime n topologickych uspofadani, které >
charakterizuji. Pro kazdé toto uspotadani sestrojime méfeni v ordinalni stupnici. Vysledkem zobecnéného méfeni bude
pak mira vyjadfena n-¢lennym vektorem p(x) = (1 (x), (1,(X), .., (1 (X))-

X>y e uj(x) > uj(y) provSechnaj=1,2, ...,n.

Jednozna¢nost ordindrniho méfeni:

Miry ziskané riznymi méfenim v ordinalni stupnici spolu navzajem souviseji tak, Ze jsou urCeny az na transformaci
libovolnou rostouci funkei. Jsou-li i a 1 ordinarni dvé miry, plati n(x) = f(l(x)), kde f je rostouci funkce a pro libovolnou
rostouci funkci f a ordinarni miru p plati, Ze mira 1, uréena vztahem n(x) = f(i(x)) urcuje dalsi (stejné hodnotné) méteni
ordinarniho typu.

Pfi ordinarnim méfeni u kterého je kromé preference > brano v uvahu i slu¢ovani @ je tieba brat v uvahu, Ze nelze
automaticky predpokladat platnost vztahua~b=>c @ a=c @ b, ani vztahua>b=>(c@a>c@bAra@Dc>b D c).
Tyto vztahy jsou pro praktické pouziti dilezité (opravnéné ocekavame, Ze rovnocenna nahrada ¢asti nebo vylepSeni Casti
celku nezhorsi hodnoceni celku). Podminky, které musi empiricka struktura spliovat, aby bylo mozné realizovat méfeni s
témito vysoce zadoucimi vlastnostmi odvodili Zuse a Vanicek.

Pro pomérovou mérici stupnici (Roberts a Luce):

Zde je kromé preferenéni relace tieba prat v uvahu i operaci skladani @.

Véta: Nutna a postacujici podminka pro existenci méfeni v ordindlni méfici stupnici pro empirickou strukturu E = (A, >,
@) je aby platilo soucasn¢:

1. Relace > je slabym uspotfadanim na mnoziné A,

2. Operace @ je slab¢ asociativni vzhledem k >,

3. Operace @ je monotoénni vzhledem k >,

4. Operace @ je archimédovska vzhledem k > (je splnén Archimédiv axiom).

Ma-li byt nosi¢em formalni struktury mnozina kladnych realnych ¢isel je tieba jesté pozadovat, aby platilo navic jeste

5. Pro vSechnaa,b€ Ajea® b>a.

Podminky pro existenci méfeni v pomérové stupnici jsou velmi tvrdé a pii aplikaci méfeni v informatice Casto nebyvaji
splnény. V tom ptipadé byva nutné vystacit s méfenim v ordinalni stupnici, za cenu vétSich problémi s interpretaci
vysledki zpracovani méfenych hodnot, ziskanych prostredky informatiky.

Jednoznac¢nost pomérového méreni:

Miry ziskané riznymi méfenim v ordinalni stupnici spolu navzajem souviseji tak, Ze jsou ureny az na kladny nasobek.
Jsou-li p an dvé pomérové miry, plati n(x) = a . wx)), kde a > 0 a pro libovolné a > 0 pomérovou miru p plati, Ze mira n,
urcena vztahem n(x) = a - pu(x)) urcuje dalsi (stejn€ hodnotné) mefeni pomérového typu.

Zakladni a odvozené miry

Zakladni miry [base measures] jsou miry ziskané pfimo z empirické situace.

Odvozené miry [derived measures] jsou ziskany vypocétem podle vzorce ¢i algoritmu ze zékladnich nebo jiz odvozenych
meér (jedné nebo nékolika).

Priklady odvozenych mér:

Hustota_poruch_systému = Pocet pozorovanych poruch / Doba pozorovan v_hodinach

Hustota chyb V programu = Pocet_zjisténych chyb / Rozsah programy v tisicich ptikaz

Hodnotami mér v aplikacich v informatice byvaji pouze:

- Velikost né¢eho — kladné realné Cislo (napiiklad doba n¢jakého jevu, naklady, ...) — obvykla v pomérové stupnici.

- Pocet prvkd mnoziny (rozsah paméti, pocet fadkl programu, ...) opét v pomérové stupnici.

- Kategorie do které byl objekt zatazen (obvykle ordinarni nebo nominalni stupnice).

Pro tyz atribut (atribut = méfitelna vlastnost entity) mize byt k dispozici vice mér. Ktera z nich je zékladni a ktera
odvozena zavisi na zvolené metod¢é méteni.

Ptiklad: Velikost koule 1ze méfit:

1. Délkou poloméru R.

2. Plochou povrchu S.

3. Objemem V.
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Mozné vztahy mezi riiznymi mirami téhoz atributu zavisi na méfici stupnici.

Pro méfeni v ordinarni stupnici mize byt vztah mezi zakladni a odvozenou mirou pouze n(x) = f(l(x)), kde f je
libovolna rostouci funkce.

Pro méreni v pomérové stupnici jsou mozné vztahy vyrazné uzsi. Jsou dany vysledkem, ktery odvodil za omezujicich
predpokladti Luce, v plné obecnosti pak Vanicek:

Véta: Necht (A, >, @), (Rt, >, 1), ) a (A, =, @), (R, >, *), n) jsou dvé mefeni v pomeérové stupnici. Potom existuji
kladna realna &isla o a B, tak, Ze n(a) = o - w(a)’, pro viechna a a € A.

Odtud lze jiz snadno odvodit reprezentaci operace ,,»* pro slu¢ovani mér v odvozeném meéfeni v odvozeném pomoci
obvyklého s¢itani mér v zakladnich mér. Pfislusny vzorec je: x * y = (x By y 1/B) b,

Oveérte platnost vSech tii vztahti na uvedeném prikladu méfeni ,,velikosti* koule uzitim mér R, Sa V.

Tento vztah ma vSak i mén¢ ziejmé disledky. Omezuje naptiklad mozné vztahy mezi rozsahem softwarového dila a

naklady na jeho realizaci nebo minimalni dobou, ktera je na jeho vyvoj nutna.
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4. VYROKOVA LOGIKA

Formalni zavedeni

Vyrokové formule: Mame neprazdnou nejvyse spocetnou mnozinu Avyrokovych proménnych.

1. Kazda proménna je vyrokova formule

2. Kdyz a, B jsou formule, potom (—a), (aAB), (aVP), (a=p), (a=P), ptipadné i (a@P), ...jsou formule.

3. Nic jiného nez to, co vzniklo pomoci konecné mnoha pouziti bodi 1 a 2, neni vyrokova formule

(Konvence: vnéjsi zavorky a zavorky vyplyvajici z priorit =, A, V, =, ©lze vynechat)

Tak zvana rekurzivni ¢i induktivni definice

Zakladni pojmy

Ohodnoceni =pgrzobrazeni A do {FALSE, TRUE}.

Ohodnoceni formule se fidi béznymi pravidly pro logické spojky.

Vyrokova formule s n logickymi proménnymi ma 2nmoznych pravdivostnich hodnot v zavislosti na ohodnoceni
proménnych

* Formule je tautologiepravé tehdy, kdyz je TRUE pro v8echna mozné ohodnoceni proménnych.

* Formule je kontradikce prave tehdy, kdyz je FALSE pro vsechna ohodnoceni.

» Formule je splnitelna pravé tehdy, kdyZ existuje alespon jedno ohodnoceni, ve kterém je TRUE

Matematicka logika

Matematicka logika se zabyva otazkou, co lze z formuli odvodit bez ohledu na jejich vyznam, pouze podle struktury.

» Formule ¢ je (sémantickym) diisledkem mnoziny formuli WY={y1,y2,yn}pravé tehdy kdyz ¢ ma ohodnoceni TRUE
pro kazdé ohodnoceni prom&nnych, kde kazdé z formuli v ¥ je TRUE.Zna&ime ¥ &= ¢.

« Formule ¢ a y jsou tautologicky ekvivalentni pravé tehdy kdyz v F¢ a ¢ = y.Znag¢ime ¢ = y. Formule jsou
pravdivé pro stejna ohodnoceni.

Vsechny logické spojky

X y F F F F F F F F F F F F F F F F
0 1 2 3 4 5 7 8 g 10 11 12 13 14 15
X y

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1

FO = kontradikce F9 = ekvivalence

F1 = AND, konjunkce F10 = negace x

F2 = (inhibice) F11 = zpétna implikace

F4 = (zpétna inhibice) F12 =negace y

F6 = XOR, vylucujici nebo F13 = implikace

F7 = OR, disjunkce F14 = NAND, Shefferav skrt (stroke)

F8 = NOR, Peirceova Sipka (arrow)

Jediné dvé logické spojky, které tvofi jednoprvkovy tiplny systém jsou NOR |a NAND | .Castéji se uzivaji NOT, OR a
AND (Booleova algebra)Jednu ze spojek OR a AND lze vynechat (de Morganova pravidla)

Uplny systém logickych spojek

* Nularni spojky TRUE (tautologie) a FALSE (kontradikce)

* Unéarni spojky Identita a Negace —

* Pro log. funkce dvou proménnych mame celkem 2* moznych log. funkci (mame 2° tadkid v tabulce pravdivostniho
ohodnoceni), potiebujeme tedy vyjadiit 14 funkci (zbylé dvé jsou opét tautologie a kontradikce). « Uplny systém log.
spojek je mnozina log. spojek, pomoci které mizeme zapsat vSechny logické funkce.

Mozny tplny systém log. spojek: —, V, A

Booleova algebraneni minimalni (de Morganova pravidla)

Normalni formy

Konjunktivninormalniforma (CNF)

= konjunkce jednoho nebo kone¢né mnoha formuli, kde kazda z nich je literal nebo disjunkce.

Priklad: (x V-y)A(Ty VZ )A(X V7T Vz)

*Disjunktivninormalniforma (DNF)

= disjunkce jednoho nebo konecné mnoha formuli, kde kazda z nich je literal nebo konjunkce literalt.

Priklad: (x A—y)V(—y Az )V(X AT Az)
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* Formule v konjunkci u CNF je nazyvana klauzule. Je to tedy disjunkce literali nebo literal. Zavadime pojem
prazdna klauzule, ktera neobsahuje zadny literal a neni splnitelna.
* Pro kazdou log. formuli existuje tautologicky ekvivalentni DNF formule a také tautologicky ekvivalentni CNF formule.
Pro kazdy Booleovsky vyraz existuje odpovidajici CNF i DNF formule.
Prirozena dedukce
* Odvozovaci systém umoziujici z dané mnoziny formuli (piedpokladit) odvodit zavéry.
* Pro kazdou logickou spojku mame I-pravidlo pro zavedeni a E-pravidlo pro eliminaci
= I-pravidlo:(pFoa) F (—a F —¢);
E-pravidlo: ~(—¢) Fd(pravidlo “dvojinegace”).
A: I-pravidlo: {¢p, v} F ¢ A .
E-pravidla: p Ay = b; d Ay .
v: I-pravidla:p = pVvy; dHy v .
E-pravidlo: ¢ Vy a ¢ o a vy a) = o (“dikaz rozborem piipadi’).
=: I-pravidlo: (= y) = y;
E-pravidlo:(¢ and ¢ = y) F vy (pravidlo“modus ponens”).
« Operaci odvozeni nové formule z mnoziny formuli S znag¢ime . Touto operaci obdrZime novou mnozinu formuli, ktera
se sklada bud’ z predpokladi nebo z formuli odvozenych pomoci nékterych odvozovacich pravidel.
« Rikame, Ze odvozena formule P je log. diisledkem S a log. vyplyva z S. Zna¢ime S F* B(tranzitivniuzavér). Nékdy
pouze S B.
*Mnozina formuli S je nekonzistentni (rozporna), pravé tehdy kdyz existuje formule o takova, ze soucasné a a —a
logicky vyplyvaji z S. Jinak fikame, ze mnozina S je konzistentni(bezrozporna, zdrava).
Uplnost vyrokové logiky
* Formule ¢ je sémantickym disledkem mnoziny formuli S, pokud plati, ze pti kazdém pravdivostnim ohodnoceni pii
kterém jsou vSechny formule v S pravdivé, je pravdiva také formule ¢.
* Formule ¢ je logickym disledkem mnoziny formuli S, pokud plati 1ze odvodit pomoci odvozovacich pravidel (existuje
jeji dikaz).
Pokud je mnozina S bezrozporna, je vse, co je logickym disledkem i sémantickym dusledkem (SE ¢ = S =* ).
Pro vyrokovou logiku to plati to i naopak. VSe co je sémantickym disledkem je i logickym disledkem (lze to dokazat —
tedy S H*$=S F ¢). Této vlastnosti se fika uplnost dedukéniho systému.
Rezoluéni princip
* M¢jme S mnozinu formuli v néjakém odvozovacim systému a necht’ a je formule. Zajima nas otazka, zda-li a je log.
disledkem S.
* Rezoluéni princip je zaloZen na faktu, Ze S + o pravé tehdy kdyZ S U {—a} neni splnitelna.
* Toto je ekvivalentni znamému faktu, Ze a=f a —~aVp jsou tautologicky ekvivalentni.
* Rezolucni princip je zédkladem logického programovani.
Budeme piedpokladat CNF, budeme psat {x,~y,7z,v,”w} misto XA—yA—ZAVA—W.
* Prazdna klauzule bude znacena [].
* Rezolu¢éni princip spociva v eliminaci dvou komplementarnich literalti z klauzuli: (xVy) A(™xVz) =yVz.
* Obecné budeme fikat, Ze D je rezolventa klauzuli Cla C2 podle literalu p prave tehdy kdyz existuje literal p
takovy, ze peC1, p€C2a D= (C1 +{p}) U(C1 +{—p}).
* Rezolu¢ni princip spo¢iva v opakovaném vytvareni rezolvent:RO(S)=S, R;:1(S)=R(R;(S)) pro j=1,2,...

Necht' R*(S) = U R.(S)- S =Ry(S) € Ri(S) € ... € Ri(S) C... . ProtoZze mnozina proménnych je konecna, 1ze vytvofit
J=1

jen kone¢né mnoho disjunkci a existuje takové n, ze R,+1(S) = Ry(S) = R*(S). Mnozina R*(S) obsahuje prazdnou klauzuli

prave tehdy kdyz S nebo né€jaké Ry(S) obsahuje dvé klauzule {x} and {—x} pro n¢jakou promeénnou x.

* Rezoluéni princip: Mnozina klauzuli S je splnitelnd praveé tehdy kdyz vysledek aplikovani rezolvent neobsahuje

prazdnou klauzuli [].

* Rozhodnuti, zda-li formule ¢ je sémantickym dasledkem mnoziny formuli S potom vede na ekvivalentni lohu

rozhodnout, zda SU{—¢} je nesplnitelna, tj. zda z ni 1ze rezoluc¢nim postupem odvodit prazdnou klauzuli [].

Postup:

1. Pro kazdou formuli v S nalézt tautologicky ekvivalentni CNF formuli. Provedeme nahradu vsech formuli z

predpokladt. Ziskame mnozinu disjunkci, které maji platit soucasn¢. Tautologie vynechame. Pokud je vyslednd mnozina

prazdna, potom se sklada jen ztautologii a je tedy splnitelna. Jinak aplikujeme rezoluce (hledame komplementarni

literaly).

2. Pridavame postupné (v libovolném potadi) resolventy.

3. Pokud béhem postupu nalezneme prazdnou klauzuli, je mnozina mnozina S nesplnitelnd. Pokud se proces zastavi a

R*(S) prazdnou klausuli neobsahuje, je mnozina S splnitelna.
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Priklad:

*MnozinaS={xXVyVz zVtVv,z=2XVYy),y=>X, Wt VvVW}
» Je x sémantickym disledkem? Tj. je pravda, Ze S + x?
* Tuto ulohu pfevedeme na problém splnitelnosti mnoziny formuli S U {—x}

* Postup:
Prevedeme Sna CNF: {xVyVz,zVtVv,ZVXVy, yVX, WVt vVw}
Xvywve ZVEWVY IWVYV Z -V VX —W WL VW X
eliminate y
Xz XV —=Z
eliminate z =
g

Odvodili jsme prazdnou formuli, mnozina tedy neni splnitelna a tudiz x je sémantickym disledkem danych klausuli.
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5. PREDIKATOVA LOGIKA [PREDICATE LOGIC]

Ptesnéji predikatova logika prvého radu.

Formalizuje vyroky o vlastnostech piedméti (entit) a vztazich mezi predméty, které patfi do dané predmétné
oblasti — univerza.

Piiklad: Nésledovnik kazdého lichého piirozeného &isla je sudé &islo. Cislo 7 je liché. = Cislo 8 je sudé.

Predikatové logiky vyssich fadd formalizuji vztahy mezi vlastnostmi a vztahy, vztahy mezi vztahy vlastnostmi vztahl a
vlastnosti ... . Vyrokovou logiku lze povazovat za predikatovou logiku nultého fadu. Formalizuje pouze vyroky o
entitach.

S vyrokovou logikou védecké discipliny nevystaci.

S predikatovou logikou prvého fadu se zpravidla vysta¢i v matematice i informatice.

Jazyk predikatové logiky obsahuje tuto abecedu:

Logické symboly:

1. Nekonec¢nou spocetnou mnozinu proménnych (zna¢ime a, b, ..., X,y, z, a;, a, ... ).

2. Logické spojky —, A, V, =, ().

3. Univerzalni kvantifikator ¥ (¢ti ,,pro vSechna®).

4. Existen¢ni kvantifikator 3 (Cti existuje).

Specialni symboly:

1. Neprazdnou mnoZinu predikatovych symboli P. — Riizné arity. Vyjadiuji vlastnosti a vztahy.

2. Mnozinu funkénich symbolu F. - Riizné arity.

3. Mnozinu konstantnich symbold K. Ty lze povazovat za funkce arity 0 (nemaji zadné proménné a tedy maji vzdy
stejnou hodnotu).

Pomocné symboly:

zavorky ,,(*, ,,)%, carku ,,,”. N&kdy i jiné typy zavorek [,],{,}.

Poznamka:

Univerzalni kvantifikator V lze chapat jako zobecnéni konjunkce A, existen¢ni kvantifikator 3 jako zobecnéni disjunkce
na mnoziny, které mohou byt i nekonecné.

Gramatika predikatové logiky udava jak vytvaret formule

Term (rekurzivni definice)

1. Kazdy symbol proménné je term.

2. Kazda konstanta je term.

3. Jsou-li tl, ..., tm termy a f je funkéni symbol arity m, potom je i f(t1, ..., tm) term.

4. Nic jiného nez to, co vznikne aplikaci pravidel 1., 2. a 3. jiz term neni.

Atomicka formule

Je predikatovy symbol aplikovany na m termi, kde m je arita predikatového symbolu. p(tl, ..., tm).

Formule (rekurzivni definice)

1. Kazd4 atomicka formule je formule.

2. Jsou-li ¢ a y formule, pak také ~b, b Ay, d Vv, d = v, d & v jsou formule.

3. Je-li ¢ formule, potom i (V) a (3¢) jsou formule.

4. Nic jin¢ho nez to, co vznikne aplikaci pravidel 1., 2. a 3. jiz formule neni.

Zéavorky lze vynechat, pokud jsou zbyte¢né vzhledem k obvyklym preferencnim pravidlim pro logické spojky. Vné&jsi
zavorky se téz vynechavaji.

Vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, jestlize je soucasti n¢jaké podformule Vx B(x) nebo 3x B(x) formule A.
Proménna x je vazana ve formuli A, ma-li v A vazany vyskyt.

Vyskyt proménné x ve formuli A, ktery neni vazany, nazyvame volny.

Proménna x je volna ve formuli A, ma-li v A volny vyskyt.

Formule, v niz kazda proménnd ma bud’ vSechny vyskyty volné nebo vSechny vyskyty vazané, se nazyva formuli s
Cistymi proménnymi.

Formule se nazyva uzavienou, neobsahuje-li Zadnou volnou proménnou. Formule, ktera obsahuje aspon jednu volnou
proménnou se nazyva otevi‘enou.

Uzaviena formule se nazyva vétou [sentence].

Priklady zéapisu vyrokl v predikatové logice:

Univerzum je mnozina vsech lidi.

Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné (S).  Vx (7P(x) = —~S(x)).

Ne kazdy talentovany (T) spisovatel (Sp) je slavny (SI). —Vx ((T(x) A Sp(x)) V SI(x)).
Nékdo je spokojen (Sn) a nékdo neni spokojen. 3x Sn(x) AIx —Sn(x).
Nekteti chytii lidé (Ch) jsou lini (L). 3Ix (Ch(x) A L(x)).
Interpretace
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Pro to, abychom rozhodli zda je dana formule pravdiva ¢i ne (ma hodnotu TRUE ¢i FALSE), je tfeba mit vymezeno
univerzum a védét co znamenaji vSechny v ni uzité predikaty, funkcéni symboly a konstanty. Takovému pfiitazeni fikdme
interpretace. Formalné je interpretace dvojice (U, I), kde U je neprazdna mnoZina zvana univerzum, I je zobrazeni kter¢:
» Kazdé konstanté pfifazuje prvek univerza.

» Kazdému n-arnimu funkénimu symbolu pfitazuje funkci n proménnych na univerzu s hodnotami z univerza.

» Kazdému n-arnimu predikatu pfifazuje n-arni relaci na univerzu, tvofenou vSemi n-ticemi prvkl univerza, pro které je
dany predikat pravdivy.

Pravdivost formule predikiatového poctu Ize vyhodnotit pouze na zikladé dané interpretace a daného ohodnoceni
(valuace) vSech volnych proménnych.

Ptitom:

Vyrok Vx ¢(x) je pravdivy praveé kdyz I(d) je celé univerzum U.

Vyrok 3x ¢(x) je pravdivy praveé kdyz I(d) je neprazdna podmnozina univerza.

Formule A je splnitelna v interpretaci I, jestlize existuje aspofi jedno ohodnoceni e volnych proménnych takové, ze
vznikne pravdivy vyrok.

Formule A je pravdiva v interpretaci I, , jestlize pro v§echna mozna ohodnoceni e volnych proménnych vznikne
pravdivy vyrok.

Formule A je splnitelna, jestlize existuje interpretace I, ve které je splnitelnd, tj. jestlize existuje interpretace I a
ohodnoceni volnych proménnych e takové, ze vznikne pravdivy vyrok. Takova dvojice (I, e) interpretace I a valuace e se
nazyva model formule.

Formule A je tautologii je-li pravdiva v kazdé interpretaci.

Formule A je kontradikci, jestlize nema model, tedy neexistuje interpretace I, v ktera by formule A byla splnitelna.
Pozn.: Zjevné plati, ze A je kontradikce, pravé kdyz negace A je tautologie.

Model mnoziny formuli {A,,..., A,} je takova interpretace I v kterém jsou vSechny formule splnitelné, tedy interpretace
I a ohodnoceni e volnych v kterém jsou vSechny formule volnych proménnych), ktera splituje vSechny formule A,,..., A,
pravdivé.

Sémanticka a logicka dedukce v predikatovém poctu

Oba typy dedukce se definuji obdobné¢ jako ve vyrokové logice.

Uzaviena formule (véta) ¢ je sémantickym disledkem (téz tautologickym disledkem — znac¢ime = ) mnoziny uzavienych
formuli S pravé tehdy, kdyz kazdy model S je také modelem o.

Pro logickou dedukei (—) prebereme I-pravidla a E-pravidla vyrokové logiky a pfidame k nim piirozena pravidla pro
kvantifikované vyroky.

Jde ptedevs§im o pravidla p(t) = Ix p(x) a —~Vx P(x) © Ix ~P(x)

Pro predikatovou logiku plati rovnéz véta o uplnosti.

Ptfirozena dedukce je bezrozporna (vse co se da logicky odvodit je i sémantickym dusledkem).

Ptirozena dedukce je iplna. Vse co je sémantickym dusledkem lze odvodit i logicky.

Tedy S = o tehdy a jen tehdy kdyzZ S + a. Duikaz tohoto tvrzeni vSak neni snadny.

Plati nasledujici dtlezita tvrzeni:

Vétu lze odvodit bez predpokladu, prave kdyz je tautologii.

Mnozina vét je bezrozporna, pravé kdyz je splnitelna (tedy ma néjaky model).

Mnozina vét je rozporna, praveé kdyz z ni vyplyva kontradikce.

Mezi vyrokovym a predikatovym poctem je nasledujici podstatny rozdil:

Kazdy jazyk predikatové logiky ma nekoneéné mnoho mozZnych interpretaci (uz jenom universum lze stanovit
nekone¢né¢ mnoha zptsoby). Tim se li§i od jazyka vyrokové logiky, ktery ma vzdy jen konecny pocet interpretaci —
ohodnoceni TRUE — FALSE vyrokovych symbolt (jazyk vyrokové logiky pracujici s n vyrokovymi symboly ma raznych
2" interpretaci, je tedy mozné, i kdyz Gasové naro¢né, ovéfit pravdivost vech iterpretaci ).

Tautologicnost formuli predikatové logiky nelze proto sémanticky dokazovat tak, ze ukazeme, Zze kazdd mozna
interpretace jazyka je i modelem dané formule. Timto zplisobem jsme postupovali ve vyrokové logice, kdyz jsme
zjistovali pravdivostni hodnotu formule pro kazdou kombinaci pravdivostnich hodnot vyrokovych symbolt. I zde pii
velkém n narazel tento postup na exponencialni rust vypocetni slozitosti. U predikatového poctu nelze tento zpuisob uzit
ani teoreticky, bez ohledu na rostouci ¢asové naroky na vypocet.

Resoluéni princip v predikatové logice

Zaved’'me nékteré pojmy:

Literal je atomicka formule nebo jeji negace.

Komplementarni literaly je dvojice literald z nichz kazdy je negaci druhého.

Klausule je véta (formule bez volnych proménnych), takova, ze obsahuje pouze univerzalni kvantifikatory na zacatku a
nasleduje disjunkce konecného poctu literald.

Zavedeme nasledujici umluvu: U klausule budeme univerzalni kvantifikdtory proménnych vynechavat. Protoze u
disjunkce nezalezi na poradi, budeme klausule zapisovat pouze jako mnoziny jejich literalt. Tedy napiiklad misto tii
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klauzuli P(x,y), Va (—Q(a) V R(a, x) V S(f(a), a), Va Vb S(a, b) vV ~Q(b) budeme psat pouze mnozinu tfi mnozin literalt
{P(x, )}, {~Q(@), R(a, x), S(f(a), a)}, {S(a, b), ~Q(b)}.

Prazdna klausule neobsahuje zadné literaly a je tedy kontradikci. Obvykle se znaci symbolem [, nékdy téz F. .

Princip rezolu¢ni metody u predikatové logiky je analogicky jako u vyrokové logiky. Je vSak komplikovangjsi, protoze
neni k dispozici ptima analogie k konjunktivné disjunktivni normalni formé.

Postupné odvozujeme z danych klausuli resolventy tak, Ze vypoustime dvojice komplementarnich literali. Ptivodni
klausule ponechame.

Postup je zalozen na tom, Ze tautologicky plati ( V) A (y V™) = (d V ).

Ukézeme to na piikladech:

Ptiklad 1:

Resolventa klausuli C1 = {P(x, y, z), "Q(x, y)} a C2 = {~P(x, vy, z), "R(X)}, kde X, y, z jsou proménné je klausule

C = {~Q(x, y), "R(X)}.

Komplementarni literaly P(x, y, z) a {~P(x, y, z) lze vynechat. Mnoziny klausuli {C1, C2} a {Cl, C2, C} jsou
tautologicky ekvivalentni. Maji tytéz modely.

Abychom to dokazali, sta¢i ukazat, Ze pro kazdou interpretaci (U, I), kde C1 a C2 jsou pravdivé je pravdivé i C .

Necht a, b, ¢ jsou libovolné konstanty z U. Substitujeme-li a za X, b za y a ¢ za z (ozna¢me jako x/a, y/b, z/c) odvodime,
ze {—Q(a, b), "R(a)} je pravdive a tedy C je pravdivé v interpretaci (U, I).

Priklad 2 (jiz bez podrobného zdtvodnéni)

Resolventa klausuli {P(x, y, z), "Q(x, y)}a C2 = {—P(a, b, z), "R(a)} ziskana substituci x/a, y/b je {—Q(a, b), "R(a)}.
Nalézani komplementarnich literalt v mnozin€ klauzuli 1ze algoritmizovat.

Tento postup je uzit naptiklad pii ovérovani, zda dané tvrzeni vyplyva z danych piedpokladi.

Jde o ovéfeni tautologi¢nosti implikace (pl A p2 A ... A pn) = q, tautologicky ekvivalentni s ~(pl Ap2 A ... Apn) V q,
tedy s 7pl V—p2 V...V pnV q. Takovato klausule se nazyva Hornovou klausuli.

Vyhodnocovaci proces (tak zvany inferenéni mechanismus) logického programovaciho jazyka PROLOG spociva v
odvozovani resolvent z Hornovych klausuli. Ty representuji fakta a pravidla z databaze. Cilem je ovétit formuli danou
dotazem, piipadné nalézt konstanty, pro které je splnéna.

Chceme-li rozhodnout zda je splnitelna jakdkoliv mnozina klausuli S, sestrojime mnozinu S1, tak, Zze k S pridame
resolventy prvého tadu. Dale ptidame resolventy S1, ziskame S2 a pokracujeme dokud nenastane rovnost S, = S..;.
Dostaneme mnoziny Ro(S) = S, Rj+1(S) = R(Rj(S)) proj =1, 2, ... . Plati: S = Ry(S) € Ri(S) € ... € R(S) € ... . PoloZme

R*(S)=|JR,(S)

J=1
Resolu¢ni princip predikatové logiky fika: Mnozina S je splnitelna pravé kdyz R*(S) neobsahuje prazdnou klausuli 7.
Chceme-li zjistit zda klauzule ¢ je disledkem (logickym a tedy i sémantickym) mnoziny klauzuli S, vytvofime mnozinu
S* =S U {—¢} a zjistime, zda je splnitelna, ¢i nikoliv. Je-li S’ splnitelnd ¢ neni disledkem S. Je-li nesplnitelna, je ¢
disledkem S. To je princip nepiimého diikazu v matematice.
Priklad:
Splnitelnost formuli S = {{P(x, y), Q(X, y, a)}, {~Q(g(Vv), z, z), R(v, 2)}, {"R(b, a), {~P(x, a)}}, kde a, b jsou konstantni
symboly, X, y, z jsou proménné:
Sledujte potfebné dosazovani konstant za proménné!
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Plx,») v Qlx, vy, a) —~GHgv),z,2) v Riv, 2)

“— x/giv) wie z/'a —
Plg(v), a) v Q(gv), a, a) —Hg(v), a, a) v Riv, @)
\ / —P(x, a)
Flgv), a) v Riv, a)
x'gfv) l
—Flg(v), a)
Riv, a)
—R(b, a)
wh
Rib, a)
a

Odvodili jsme prazdnou klausuli. Mnozina formuli je tedy nesplnitelna.

Existuje algoritmicky postup jak libovolnou mnozinu formuli predikatové logiky pfevést na mnozinu klausuli.

Lze to provést v téchto po sob¢ nasledujicich krocich:

1. Pfejmenuji se proménné tak, aby kazdy kvantifikator oznacoval riznou proménnou. Napiiklad ¥x P(x) V ¥x Q(X, a)
zménime na Vx Vy P(x) V Q(x, a).

2. Spojky =, & vyjadiime pouze pomoci —, V, A uzitim tautologickych ekvivalencia => f=—aV ;oo =(—aV B) A(
aVv—P);....

3. Zatadime negace — dovnitf az pied atomické formule pomoci tautologickych ekvivalenci —3x o = VX o; VX o = 3x
—o;(aVP)=aAB;~(aAB)=aV P —a=a.

4. Zatadime disjunkce V co nejhloubéji uzitim tautologickych ekvivalencia V (BAY)=(a VP) A (aVy); aV (VX B) = Vx
(aVvB);oav(@xB)=3x(aVp).

5. Pfemistime univerzalni kvantifikatory uzitim tautologické ekvivalence Vx (a0 A B) = (Vx a) A (Vx B).

Pokud formule neobsahuje existencni kvantifikatory, ziskali jsme konjunkci klausuli, ktera je tautologicky ekvivalentni
puvodni formuli.

V pfipad¢ existencnich kvantifikatori provedeme tak zvanou skelemizaci (ndzev odvozen od norského matematika
Thorlafa Skolema). Nahradime formuli 3x P(x) formuli P(a), kde a je konstanta. V pfipad€, Ze pfedchazeji univerzalni
kvantifikatory pfed existen¢nim, zavisi tato konstanta na proménnych univerzalnich kvantifikatord. Musime tedy uzit
funk¢ni symbol ptislusné arity. Tedy naptiklad Vx 3z Vy P(x, y, z) nahradime Vx Vy P(x, y, ¢(x)) a Vx Vy 3z P(x, y, 2)
nahradime Vx Vy P(x, y, c(X, y)). Skolemova ,konstanta* zavisi tedy na piedchozich univerzalnich kvantifikatorech. Je
tedy funk¢nim symbolem arity rovné poctu prfedchozich univerzalnich kvantifikatord.

Obecné: Vx1, ..., Vxn 3y ¢d(y, x1, ... ,xn) nahradime formuli ¥x1, ... , Vxn ¢(f(x1, ... ,xn), x1, ... ,xn), kde f je novy
funk¢ni symbol arity n. Je-1i n = 0 uzijeme konstantni symbol.

Cely postup oziejmi nasledujici piiklad:

UZzitim resolu¢ni metody ovétte spravnost nasledujiciho tisudku:

Kazdy holi¢ holi kohokoliv, kdo se neholi sam.

Zadny holi¢ neholi kohokoliv, kdo se holi sam.

Diisledek: Zadni holi¢i neexistuji.

Ptevod do predikatové logiky:
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Univerzum: VSichni lidé.

B(x) — unarni predikat: ,,¢cloveék je holic*.

S(x, y) — binarni predikat “osoba x holi osobu y”.

N4&s usudek ve formalizovaném tvaru:

Vx (B(x) = ¥y (-S(, ¥) = S(x, y))

Vx (B(x) = Vy (S(y, y) = ~S(x, ¥))

—3x B(x).

Usudek bude spravny, pokud je nesplnitelna nasledujici mnozina t{ formuli:

{Vx (B(x) = Vy (=S(y, y) = S(x, y)), ¥x (B(x) = ¥y (S(, y) = ~S(x, y)), Ix B(x)}.

Tyto formule je tfeba transformovat na tautologicky ekvivalentni klausule. Provedeme to standardnim
algoritmizovatelnym postupem, ktery byl v pfedchozim odstavci popsan obecne:

Piejmenujeme proménné a pievedeme prvé dvé formule na klausule. Posledni klausuli je.

Vx (B(x) = Yy (7S(y, y) = S(x, y)) = Vx ("B(x) V Yy ((S(y, y) V S(x, y))) = VxVy(=B(x) V S(y, y) V S(x, y));

vx (B(x) = Vy (S(y, y) = —S(X, ¥)) =Vz (—B(z) = Vu (—S(u, u) V =S(z, u)) = Vzvu (—B(z) V =S(u, u) v =S(z, u)).
Posledni klausule obsahuje existen¢ni kvantifikator Zaménime jej za klausuli B(a), kde a je Skolemtiv konstantni symbol.
Usudek bude spravny, pokud bude mnozina klausuli S = {{~B(x), S(y, ¥), S(x, ¥)}, {~B(2), ~S(u, u), =S(z, u}, (B(a)}}

nesplnitelna.
Uzijeme resolu¢ni strom:
—B(x). 30 0. Sx. ) B(z) —B(z). =5, w), =50z w)
xa A
¥
_'ﬁ[\a;lr 5':)": y;': b—(‘xry:l —hB'l:a:l, —|S|:H, H:', —|S|:a, H:I
HH\-"""\--.__ /
_H""--.._\_‘____\_‘_HH /
S, v, S, ) =5, 1), 5 (@, )
+ Fia, wia v
S, a), S(a, &) ‘ =3, &), =3, ) ‘
e —

T

Nas usudek byl tedy spravny.
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6. INFORMACE

Neformalné:
INFORMACE = Poznatek (sd€leni), které je nové (snizuje neurCitost poznani).
DATA (tidaj — datova polozka) = ZPRAVA = kone&ny fetézec symboli vybranych z n&jaké koneéné mnoziny (abecedy),
napi.:{0,1}, {a, b, ..., z}.
Data mohou (nemusi) nést informaci po své interpretaci.
SEMANTICKA TEORIE INFORMACE
Je dano univerzum U (pevné dand mnoZina entit). Jde ndm o vlastnosti prvki tohoto univerza. Zda prvek vlastnost ma ¢i
nema se urci podle toho, zda do n&jaké podmnoziny U patfi ¢i nepatfi.
POZNATEK (ostry, €i urcity poznatek) o prvku x €U = _podmnoZina § S U
Do podmnoziny § patfi ty a pouze ty prvky, které maji danou vlastnost.
NEOSTRY (NEJISTY) POZNATEK =__fuzzy podmnozina U
U — {0, 1} u ostrych poznatki
Funkce pfislusnosti o (x):
U — <0, 1> u neostrych poznatkt
(1) 8 (x) znamena x € 9,
(0)d (x) znamena x € U + 5,
(a)d (x) znamena piislusnost do 6 s mirou jistoty a € <0, 1>.
8, S 8,znamend, Ze poznatek §, je méné nebo stejné obecny nez poznatek 9.

Cim ,,vét§i“ je mnozina prvki, které danou vlastnost maji, tim ,,mensi (méné uréity) je poznatek o dané vlastnosti.
Vsechny poznatky o daném prvku univerza tvoii svaz (tento svaz isomorfni se svazem podmnozin univerza — pruseku
odpovida prinik mnozin, spojeni odpovida sjednoceni mnozin, ptislusné ¢asteéné uspotradani je mnozinova inkluze 2).
INFORMACE (ostra) o prvku x €U = neprazdna mnoZina poznatkii J(x) pro které plati:

1.3 (x) € J(x) = 3 # 0, kazdy poznatek je vlastnosti aspofi jednoho prvku univerza,

2.8, (x) €J(x) A S S8, = 8, (x) € J(x), md-li prvek n€jakou vlastnost, ma i vSechny obecnéjsi vlastnosti (obecnéjsi
poznatek informaci nepiinasi),

3.0,(x) € J(x)) A (3, (x) € J(x)) = (8, (x) N 3, (x) € J(x)), mit dv€ vlastnosti soucasné je téZ poznatek o prvku.

Informace je podrobngjsi nebo stejné podrobna, obsahuje-1i méné nebo stejné obecné poznatky J (x) € J,(x) <V €J 33,
€1J,8,S 8, (obecngjsi poznatky nesou mensi informaci nez podrobnéjsi poznatky)

Vsechny informace o prvku univerza tvofi opét svaz.

NOSIC informace o prvku x je podmnozina poznatkii o prvku x , takova, Ze pro kazdy poznatek, ktery do informace patii
existuje poznatek z nosice, ktery je méné nebo stejné obecny.Pro urceni informace staci jeji nosi¢. Neni nutné uvadét
vSechny poznatky. Nosi¢ mize byt jednoprvkovy, pokud poznatek urcuje entitu jednoznacné (kli¢). Nékteré informace
nemusi it Zadny jednoprvkovy nosic.

Na mnozin¢ informaci o prvku univerza lze vytvaret koncepty = pojmy.

Mnozina KONCEPTU (POJMU) na univerzu U =,y MnoZina L podmnoZin univerza takova, ze U € L, € L a L je
uzaviena vuci priniku, sjednoceni a dopliku.

Pojmy, které neobsahuji jako svoji vlastni podmnozinu zadny pojem kromé prazdné mnoziny jako svoji ¢ast se nazyvaji
atomy.

SLOVNIK POJMU =,; mnozina pojmi z kterych lze vSechny pojmy vytvorit uZitim operaci sjednoceni, priniku a
doplnku.

Dulezité jsou slovniky pojmii s minimalnim a maximalnim poétem prvkii.

Maximalni slovnik = mnozina vSech atomd.

Minimalni slovnik umoziuje nejuspornéjsi kdédovani informace daty.

Minimalni slovnik lze vZdy nalézt takovy by mél [log (A)] + 1 prvki

[...] znaci celou cast Cisla a A je pocet atomtli (rozmér maximalniho slovniku).

Priklad: Studenty pln€ obsazena poslucharna s 8 fadami lavic, kazda ma 8 zidli.

Maximalni slovnik: 64 jednoprvkovych, obsahujicich jednotlivé studenty - atomy

Minimalni slovnik: Oznaceni (¥, Z) ¥ = Cislo fady, Z = ¢islo zidle od levého kraje, Cislovano vzdy od 0 do 7.

podmnoziny (vlastnosti) urCené predikaty: P =i>3,P =i (mod 4) > 1, P =fjesud¢, P, =2>3,P =z (mod4)>1,P =
7 je sudé.

Kazdého studenta Ize popsat Sesti odpovédmi ANO/NE na dané predikaty (tedy vytvofit dany pojem — atom z
minimalniho slovniku pomoci sjednoceni, primikii a doplitkil. Sesti vlastnostmi vsak nelze popsat prazdnou mnozinu
studentt.
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Shannonova teorie informace

Je ve skute¢nost teorie prenosu dat komunikacnim kanalem.

Popisuje dopad informace nesené pirenaSenymi daty na snizeni neurcitosti naseho poznani (entropie).

Zasada: Soucasny vyskyt dvou nezavislych jevil poskytuje informaci, ktera je souc¢tem informace o obou jednotlivych
jevech.

Jediné spojite funkcee, ktere maji vlastnost I (a - b) = I(a) + I(b) jsou funkce I(p(x)) = - log (p(x)), pro z> 1,

kde p(x) € (0, 1> je pravdépodobnost jevu x.

Ty vyjadiuji informacni pFinos jevu x.
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7. ABECEDY, JAZYKY, GRAMATIKY, PROCEDURY A ALGORITMY

Motivace:
Chceme analyzovat které ulohy lze fesit automatizované (= algoritmicky pomoci pocitace) a které ne, a jaka jsou omezeni
pro algoritmicka feSeni.
K tomu je tieba:
1. Upfiesnit co znamena ,,problém*.
2. Upfesnit co znamena ,,byt feSen algoritmicky*.
3. Protoze moznosti realného pocitac jsou malo piehledné, sestavit abstraktni model zafizeni s funkcemi analogickymi
funkcim realného pocitace, avsak tak jednoduchy, aby byl vhodny pro abstraktni tvahu.
4. Aby vytvoreny byl vhodny pro abstraktni uvahy.
Zakladni entity a jevy, které je nutné v modelu vyjadiit:
- Problém
- Algoritmus
- Pocitac
- Vypocet
Modely by mély byt:
- Matematicky korektni a vhodné pro abstraktni odvozovani disledkt (vét).
- Dostatecné dobte odrazet intuitivni vlastnosti modelované oblasti.
ABECEDY A JAZYKY
Jazyk podle Webstrova slovniku: ,,The body of words and methods of combining words used and understood by
considerable community“- ,,.Soubor slov a metod jak slova kombinovat, uzity pro dorozumivani v dané komunite.*
V informatice: Abeceda (nékdy téZ slovnik) = neprazdna koneéna mnoZina symboli.
Obvykle aspon dva prvky. Neni jiz podstatny rozdil zda 2 nebo vice.
Priklady: {A, B, C, ..., Z}, {0, B, v, ... ,®}, {0, 1}, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, +, -, *, /},
{begin, end, if, then, else, while, repeat, until, for, read, write, ... a dalsi klic¢ova slova né&jakého programovaciho jazyka}
Slovo (nékdy téZ véta) nad danou abecedou (slovnikem) = Retézec prvkii abecedy (slovniku) koneéné délky.
Retézec miize byt i prazdny — prazdné slovo zna¢ime obvykle .
Znaceni:
V ... abeceda
V" ... mnozina viech slov
V' ... mnozina viech neprazdnych slov = V* + {g}
Priklady:
1.V=1{0,1}, V' = {g, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, 0001, ... },
V' {0, 1,00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, 0001, ...},
2.V ={ab,}, V= {e, a, b, ¢, aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, aba, ... }
Mnozina viech slov V' nad (kone&nou) abecedou V je nekoneéna spoetna mnoZina.
Mezi prvky mnoziny \'a je definovana operace skladani slov aja, ... a,. bib,... by=2aja,... aybib,... b,
Jazyk nad danou abecedou = Jakakoliv podmnoZina slov (nékdy libovolna podmnoZina mnoZiny vSech vét) nad
touto abecedou (slovnikem).
Jazyk miize byt prazdna, konec¢na, ale i nekonecna spocetnd mnozina.
Priklady:
Mnozina vsech slov zadané délky. Tieba byte (abeceda, délka 8 — jazyk ma 256 slov).
Mnozina slov nad abecedou {0, 1}, kde pocet jednicek je prvocislo.
Mnozina slov nad abecedou{0, 1}, které maji stejny pocet jedni¢ek a nul.
Mnozina slov nad abecedou {a, b, c, ..., y, z}, které obsahuji nékde fetézec stop.
Mnozina syntakticky spravne vytvorenych programi daného programovaciho jazyka.
Problém = Otazka, zda dané slovo pat¥i ¢i nepatii do daného programovaciho jazyka.
To co povazujeme za problém intuitivng Ize zpravidla pfevést na tuto otazku.
Uvahy o mohutnosti (kardinalitg)
* Abeceda je konecna neprazdna mnozina. Jeji mohutnost je prirozené ¢islo.
* MnozZina vSech slov nad abecedou je nekone¢na, spocetnd. Méa mohutnost X .

» Mnozina vSech jazyki je nespocCetnd. Ma mohutnost kontinua. — Jako mnozina v§ech podmnozin nekone¢né spocetné
mnoziny.

Vsech problémi je téz ¢ = 2.

Vsechny (dnes existujici i v budoucnu n€kdy sestrojitelné) pocitatové programy v soucasném intuitivnim pojeti Ize
popsat kone¢nou posloupnosti nul a jednicek. Mnozina vSech kone¢nych fetézci nad danou abecedou je nekonecna
spocCetna mnoZzina. Mozna vstupni data tvoii rovnéz nejvyse spocetnou mnozinu. VSechna mozna uziti v§ech myslitelnych
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programi tvofi tedy spocetnou mnozinu. Prosté zobrazeni mnoziny vSech moznych uziti vSech myslitelnych pocitacovych
programt na mnozinu vSech problémi nemutize existovat. Mnoziny totiz maji riznou mohutnost.

= existuji problémy, které dnes ani v budoucnu nelze fesit pocitacem (algoritmem).

Provedena uvaha narazi na to, ze ukazuje sice existenci takovych problému, ne vSak né¢jaky konkrétné.

K dal$imu upfesnéni nejprve intuitivné rozliSime mezi algoritmem a procedurou.

PROCEDURY A ALGORITMY

Naivni vymezeni pojmu (definiee):

Procedura je posloupnost jednoduchych krokt proveditelnych automaticky (pocitacem) pro feseni dané tfidy problémi.
Postup musi byt diskrétni, deterministicky a hromadny.

Algoritmus je procedura, u niz je zaruceno, Ze po kone¢ném poctu krokii skonci (je finitni).

Priklad 1: Problém, zda zadané ptirozené Cislo N je prvocislem ¢i nikoliv.

—
|'II/- LI
Start ! /
Tato procedura skonci vidy.
A J Je tedy algoritmem.
j=2
>
Y Stop ii
, yes wiop ije
Jej=2i? »  prvocisio. i )
. _——®  Vystup NE
no g
Je ifj celé yes > Stop i is neni N
Sislo? prvocisio. — . ik
cipto ! _—®  Vystup ANO }’1 k |
— M
nov - l NE
i=i+t ‘—‘ 7
J:=T+1 Nékdy

mize byt diikaz finitnosti procedury obtizny. Nékdy nevime, zda procedura algoritmem je ¢i neni (viz dalsi ptiklad).
Pozdé&ji ukazeme, ze nékdy vime jen, ze pro dany problém existuje procedura, ne vsak algoritmus.

Priklad 2:

Ptirozené Cislo se nazyva dokonalé, jestlize soucet vSech jeho délitelti s vyjimkou jeho samého je roven tomuto ¢islu.
Nejmensi dokonala Cisla jsou 6 (3+2+1=6), 28 (14+7+4+2+1=28). Dalsi je 496. VSechna suda dokonala ¢isla jsou znama.
Jsou to &isl tvaru 2°-1 - 2™, kde 2™1 je prvocislo. Jina suda dokonala ¢isla nejsou. Nikdo vsak nevi, zda existuje n&jaké
liché dokonalé ¢islo. Pokud ano, musi byt ,,hodné velké®.

Nasledujici procedura se zfejmé zastavi, pokud takové liché dokonalé Cislo existuje. Pokud neni, pobézi stale a nebude
tedy algoritmem. Kdybychom uméli rozhodnout, zda algoritmem je, ¢i neni uméli bychom odpovédét na otazku, ktera
matematiky trapi.

K:=1
KE:=K+2
Sum =0

J:=1

Opakuj dokud je J< K/ 2 (iterace typu . while — do™)

T~ modL)=0 _—
ANO — — NE

—

Sum :=8Sum+J | -

J=J+1

Lﬂpnkuj dokud nenastane {(Sum = K) (iterace typu . repeat — until™)

V¥stup: ,Nalezeno liché dokonalé cislo™ K
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k=k+2
L
Sum =0
no
j=1
r no
> Isj<k? »  Does sum =k?
| ves i}'es
no - .
j=j+1 Is ki an Hult. There exists
integer? an odd perfect
number.
ves
¥

sum = sum +j

Problém pfislusnosti slova do jazyka se nazyva algoritmicky rozhodnutelny, pokud existuje algoritmus, ktery vzdy
skonci a da na tuto otazku odpovéd” ANO nebo NE.

Problém ptislusnosti slova do jazyka se nazyva algoritmicky precislitelny, respektive rekurzivné rozpoznatelny, pokud
existuje procedura, kterd slova rozpoznava, tak, Ze pokud slovo do jazyka patfi, skon¢i. Pokud neskonci (neni
algoritmem) slovo do jazyka nepatii. (Problém pouhé procedury, ktera neni algoritmem je pochopitelné v tom, ze pokud
procedura bézi, nevime zda to znamena odpovéd’ NE nebo zda mame ,,dale ¢ekat* na piipadnou kladnou odpoveéd’).
Existuje mnoho problémi, které jsou pouze rozpoznatelné, ne rozhodnutelné a mnoho problémd, které nejsou ani
rozpoznatelné. UkdZeme, Ze mezi né patfi i takové problémy, které 1ze konecnym zptsobem popsat. To je takové, kde
prislusny jazyk lze popsat kone¢nym poctem pravidel.

GRAMATIKY

Neformalné generativni gramatika je systém jak pomoci danych pravidel vytvaret z abecedy slova daného jazyka.
Oziejmi to priklad generace jednoduchych ¢eskych vét.

| Ve
=1Tmlmétg:_:__““-__“ﬂ_ q
hﬂhtﬁ';imét:’ <Piisudek:
/\ /\
<Pridavné jm.> <Piidavné jm.> <Podmit> “Sloveso> Piislovees
|
mlady trénovany < Podstatné_jm.> utikd rychle
|
bézec

Pouzit4 pravidla v piiklad¢:

<Véta> — <Podmét> <Ptisudek>
<Podmét> — <Ptidavné jm.> <Podmét>
<Podmét> — <Podstatné jm.>
<Ptisudek> — <Sloveso> < Pfislovce>
<Ptidavné jm.> — trénovany

<Ptidavné jm.> — mlady
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<Podstatné jm.> — bézec

<Sloveso> — utika

<Ptislovce> — rychle

DEFINICE GENERATIVNI GRAMATIKY
Generativni gramatika je soubor pravidel jak vytvaret vSechna a slova jazyka nad danou abecedou.

K tomu je tieba zadat:

1. MnoZinu Vy neterminalnich symboli. Abecedu proménnych.

2. Mnozinu Vtterminalnich symboli. Abecedu generovaného jazyka.

Mnoziny Vya Vrmusi byt disjunktni (Vy N V= @). Oznac¢me dale VyU V= V.

3. MnozZinu tak zvanych produkénich neboli prepisovacich pravidel P . Kazdé pravidlo pfifazuje néjakému fetézci
a€V*, ktery obsahuje asponi jeden neterminalni symbol (proménnou) fetézec BEV* terminalnich a netermindlnich
symboli.

4. Pocatecni symbol SEVy, ktery je proménnou (neterminalnim symbolem).

Formaln¢ matematicky je generativni gramatika uspotfadana ctvefice G = (Vn, V1, P, S), kde Vy, V1, P, S splituji
vlastnosti z pfedchozich bodi 1., 2., 3. a 4.

Je-li o—P produkéni pravidlo, fikame, Ze Fetézec yao lze piimo prepsat na Fetézec yBo, (nebo, ze yad I1ze ptimo odvodit
z yB3) a zapisujeme to yBS —_ yad. Pfimé pfepsani znamena tedy nahradu n¢jakého podretézee pravou stranou n€jakeho
prepisovaciho pravidla.

Necht’ ay, 0,, o, jsou fetézce a necht’ a; —g 0, 0 —G 03, ..., 01— 0. V tom piipadé fikdme, Ze lze prepsat na (nebo, Ze
o, Ize odvodit z a;) a zna¢ime to a; —g+ a,. Piepsani tedy znamena postupné ziskani nového fetézce naslednym uzitim
kone¢ného poctu prepisovacich pravidel.

Jazyk generovany gramatikou G je mnoZina vSech retézci, které lze odvodit z pocatecniho symbolu S (tedy vSech
slov na které lze pocate¢ni symbol prepsat), které se skladaji pouze z terminalnich symboli (abecedy generovaného
jazyka, bez proménnych).

Priklady:

1. Vy={S}, Vr={0, 1}, P={S — 0S1, S — 01}.

Generovany jazyk je L(G)= {0"1", kden=1, 2, ...}.

2. Vy={S,B,C}, Vr={a, b, c}, P={S — aSBC, S — aBC, CB — BD, aB— ab, bB— b, bC — bc, ¢cC — cc }.
Generovany jazyk je: L(G) = {a"b"c", kde n=1,2, ...}.

CHOMSKEHO HIERARCHIE GRAMATIK

Typ 0 = VSechny gramatiky — generuji jazyky typu 0.

Typ 1 = Kontextové gramatiky [context sensitive] = Pro kazdé produkéni pravidlo a—f plati, Ze délka 3 je vétsi
nebo rovna délce o)) — generuji jazyky typu 1 — kontextovié jazyky.

Typ 2 = Bezkontextové gramatiky [context free] = kazdé produkcni pravidlo je tvaru o—p, kde o je bud
jednoducha proménna nebo § neprazdny retézec. — generuji jazyky typu 2, bezkontextové jazyky.

Typ 3 = Regularni gramatiky = Kazdé produk¢ni pravidlo je bud’ tvaru A — aB nebo tvaru A — a, kde A a B jsou
proménna a a je terminal. — Generuji jazyku typu 3 — regularni jazyky.
Kazda regularni gramatika je bezkontextova,

Kazda bezkontextova gramatika je kontextova,

Kazda kontextova gramatika je typu 0.

Existuje bezkontextova gramatika, ktera neni regularni,

Existuje kontextova gramatika, ktera neni bezkontextova,

Existuje gramatika typu 0, ktera neni kontextova.

DERIVACNI STROMY BEZKONTEXTOVYCH GRAMATIK
Necht G = (Vn, V1, P, S) je bezkontextova gramatika, V=VyU V7,
Orientovany strom T se nazyva derivacni strom gramatiky G jestlize:
1. Kazdy uzel stromu T je ohodnocen nékterym symbolem z V. 0
2. Uzel stromu T je ohodnocen po&ate¢. symbolem gramatiky S gramatiky G. ~ MnoZinovd inkluse fjazyia iypu 0, 1, 2, 3.
3. Jestlize uzel n ma aspon jednoho nasledovnika rizného od sama sebe ohodnoceného symbolem A, potom A musi byt
proménna (netermindl) z Vy.

4. jestlize uzly ng, ny, ny, ... ,ny jsou piimymi nasledovniky uzlu n v poradi zleva doprava a maji po fad¢ ohodnoceni A,,
Ay, ... A, potom A — AA; ... Aymusi byt produkéni pravidla z P.

5. Priklad:

G=({S,A},(a,b),P,S); P={S — aAS, S — SbA, S —a, A —ba}

Nakresleme derivacni strom pro slovo aababbaa :
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f;—f’"’fff ¢\=~H

a A Thg

S5 ib A a
5 b /A\
a b a

Bylo postupné uzito téchto produkénich pravidel:

S — aAS — aSbAS— aSbAa — aabAa — aabSbA — aababA — ababbaa.
Terminalni symboly jsou listy deriva¢niho stromu.

Totéz slovo Ize ziskat zpravidla vice riznymi deriva¢nimi stromy.

Ptiklad — aritmeticky vyraz

Zoja+b)*(c—d)Sie+f

I. m+h*{c—d/{e+f))

a b

da+ibh¥ec—diey+r 4. (({ifa + b) * ¢) — d)J e} + 1)

Dalsi priklad ¢islo REAL

Syntaxe programovaciho jazyka musi obsahovat pravidla, které zapisy cisla typu REAL jsou pfipustné a které nikoliv.
Ptedpokladejme, ze je povoleno zapsat ¢islo bud’ se znaménkem, nebo bez znaménka, ¢islo je libovolné dlouhé opakovani
dekadickych ¢islic za nimi mtize, ale nemusi byt tecka a za teckou mize, ale nemusi néasledovat dalsi posloupnost ¢islic.
Poté mize, ale nemusi nasledovat znak E a za nim celé ¢islo, opét bez znaménka, nebo s nim. Povolime také zadat ¢islo
bez Cislic pfed desetinou teckou a také pouze jako mocninu deseti, tedy jen svou exponentovou casti. Na pocet
desetinnych mist nebudeme klast (v rozporu s pozadavky realnych piekladact z jazykd) Zzadna omezeni.

Pro zapis bude uzita tak zvana Backus - Naurova forma (BNF), obvykla pro zapis syntaxe programovaciho jazyka. V ni
se prepisovaci pravidla zapisuji pomoci trojznaku ,,::=* misto Sipky ,,—* a neterminalni symboly se davaji do Spicatych
zévorek. Terminalni symboly jsou uvadény bez zavorek. Déle je uzivan na pravé stran¢ znak ,,svislitko® - , | ktery znaci
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moznost volby. Misto deseti pravidel <Cislice> ::= 0; <Cislice> ::= 1; ... , <Cislice> ::= 9 sta¢i tak zapsat jediné pravidlo:
Cislice ::=0|11]2]3|4|5|6]| 7|89, které reprezentuje viech téchto deset pravidel.

Jazyk obsahujici vSechny pfipustné zapisy realného Cisla mize byt generovan gramatikou, kterd ma pocatecni symbol
<Cislo>, terminalni abecedu {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, +, -, ., E} atato pfepisovaci pravidla:

. <Cislo> ::= <Cislo bez znaménka> | +<Cislo bez znaménka> | -<Cislo bez znaménka>;

. <Cislo bez znaménka> ::= <Desetinné &islo> | <Exponentova &ast> | <Desetinné &islo>< Exponentova ¢ast>;

. <Desetinné ¢islo> ::= <Cel¢ Cislo bez znaménka> | <Desetinnd cast> | <Celé Cislo bez znaménka> <Desetinna ¢ast>;

. <Exponentova ¢ast> ::= E<Celé ¢islo>;

. <Desetinna ¢ast> ::= .<Celé ¢islo bez znaménka>;

. <Celé¢ cislo> ::= <Celé¢ Cislo bez znaménka> | +<Celé ¢islo bez znaménka> | -<Celé¢ ¢islo bez znaménka>;

. <Celé ¢&islo bez znaménka> ::= <Cislice> | <Celé ¢islo bez znaménka><Cislice>;

.<Cislice> :=01]1]2|3|41/5|6|7]8]9;

Na obrazku je znazornéno, jak lze uzitim téchto ptfepisovacich pravidel generovat naptiklad zapis ¢isla 2.38E-12 (tedy
2,38 - 10™'%). Grafu, ktery znazoriiuje postupné pouZivani piepisovacich pravidel, fikime strom odvozeni nebo téz
derivaéni strom [derivation tree]. Ctenafi doporudujeme nakreslit si strom odvozeni pro néktera dalsi, piipustnym
zplisobem zapsana Cisla.

01NNk LW~

<Cislo=

Lu;.

<Cislo bez znamenka>

/ [::\

=Diesetinné Gislo> <Exponentova ast >
/ 3) \ “ \
}
=Celé dislo bez <Desetinn a ¢ast> =Celé gislo=

znamenka > (5) ()
l e

=Celé &islo bez <Celé éislo bez

Sl znameénka> .
=Cislice= znamenka>
e M -
. rowe )
=Cele cislo bez = :
. = Cislice=
znamenka= 5} ER
i Y <Celé dislo bez <Cislice=
] r
Y zmamenka = (8)
<Cislice> i’ ™)
. 2
) v
<Cislice>

Strom odvozeni ¢isla 2.38E-12

Navrzena gramatika je zfejme bezkontextova, neni vSak regularni. UZiva i pravidla, ktera nejsou povolena jako
prepisovaci pravidla pro regularni gramatiky. Jde o pravidla (2), (3) a (7). To samoziejmé neznamena, Ze ji generovany
jazyk neni regularni. V daném piipadé tento jazyk regularni je. Lze jej totiz generovat i jinou, tentokrat regularni
gramatikou. Tato gramatika by byla o néco méné nazorna. Doporucujeme Ctenafi, aby ji navrhl jako cviceni.
JAZYKY, PROCEDURY A ALGORITMY

Jazyky typu 0 lze pouze piecislit pomoci kone¢né definované procedury to znamena, pokud slovo do jazyka patfi,
dostaneme po kone¢ném poctu krokt odpovéd” ANO. Pokud nepatii, procedura nemusi skonc€it svoji praci nikdy. Takové
jazyky a gramatiky se také nazyvaji rekurzivné precislitelné.

Prislusnost slova k kontextovému jazyku Ize vzdy rozhodnout algoritmem. Pro né existuje algoritmus (procedura, ktera
vzdy po konecném poctu krokl skonci), ktery da odpovéd” ANO nebo NE na otazku zda slovo lze generovat danou
kontextovou gramatikou, ¢i nikoliv. Takové jazyky a gramatiky se nazyvaji rekurzivni.

Myslenka dtkazu, ze jazyky typu 1 jsou rekurzivni je zalozena na tom, Ze pokud existuje n¢jaké odvozeni daného slova
podle pravidel gramatiky, potom existuje i odvozeni ,,nepiili§ dlouhé®. Tato tvaha se opiréd o skutecnost, Ze slovo v
deriva¢nim stromu se v zadném kroku nemtize zkratit.

Problém muze byt pouze s ,,vypoustécim* produkénim pravidlem A — .

Tento problém odstrani nasledujici tvrzeni:

Je-li L po fadé kontextovy, bezkontextovy nebo regularni jazyk, potom téz jazyk L U {€} a L +~ {e} je kontextovy,
bezkontextovy nebo regularni.
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8. MODELY VYPOCTU

Konec¢ny (deterministicky) automat [finite automaton]

Kone¢ny automat je abstraktni matematicky model ¢innosti (vypoctu) provadénych pocitacem = model algoritmu.

Pro specifikaci kone¢ného automatu je tieba zadat:

1. Konecnou neprazdnou mnoZinu stavii automatu K.

2. Konecnou neprazdnou vstupni abecedu automatu .

3. Prechodovou funkci 6: K x ¥ — K, ktera kazdému (souc¢asnému) stavu automatu a kazdému (pravé zpracovavanému)

symbolu vstupni abecedy prifazuje novy stav automatu.

4. Pocatecni stav automatu g0 € K. V tomto stavu ,,prace* automatu zacina.

5. Neprazdnou mnoZinu koncovych stavi F S K . Pokud automat ukonéi svoji praci ve stavu, ktery patii do F,

odpovida kladné na otazku poloZenou na vstupu (slovo pfijima).

Formalné je kone¢ny automat usporadana pétice (K, X, d, ¢0, F), kde pismenka oznacuji objekty z ptedchazejiciho

vyctu.

Konecény automat ve své zakladni podobé¢ je povazovan za nastroj pro ieSeni problémi.

Problém je modelovan jako otazka, zda néjaké slovo (fetézec znakd vstupni abecedy automatu) patii do néjakého

jazyka, ¢i nepatii.

Pti své praci kone¢ny automat zacina pracovat v pocateCnim stavu, postupné zpracovava znaky slova (zleva doprava) a

podle hodnoty prechodové funkce 5 méni sviij stav. Po vycerpani celého slova da odpoveéd’.

- Pokud po zpracovani celého slova na vstupu je automat v nékterém z koncovych stavii, slovo pfijima (problém zda
slovo do jazyka patii rozhodne kladng).

- Pokud po zpracovani celého slova je automat ve stavu, ktery do mnoziny vSech koncovych stavl nepatii, slovo
odmita (problém zda slovo do jazyka patii rozhodne zaporn¢).

Nekdy se prechodova funkce chape pouze jako zobrazeni z K x X do K. Tedy pro n¢které stavy a vstupni symboly nemusi

byt pifechod definovan. Dojde-li k této situace, je posuzovana tak, ze slovo bylo odmitnuto.

Zapsano formalné:

Funkce 6: K x £ — K se rozsifi na 6*: K x £* — K takto:

0*(q, €) = g pro vSechna ¢ € K

6*(q, xa) = 8(8*(q, x), a) pro vSechnag € K,x EX*aa € X.

Rozpoznavany jazyk je L = {w € Z*: §*(q0, w) € F}.

Jazyk se nazyva rozpoznatelny koneénym automatem, pokud existuje konecny automat, ktery rozpoznava tento jazyk,

to znamena pro kazdé slovo je schopen rozhodnout zda do jazyka patii, ¢i nikoliv.

Priklad automatu se vstupni abecedou {0, 1} a ctyrmi stavy:K= {q0, q1, q2, q3}, £= {0, 1},

8(q0,0) = g2, 8(q1,0) = g3, 8(q2,0) = q0, 8(¢3,0) = ql1,6(q0,1) = ql, 8(ql,1) = q0, 5(q2,1) = q3, 8(q3,1) = q2.

Pocatecni stav q0. mnozina koncovych stavit {q0}.

Start Final
— I
\(.\,---— —
' |
@ X
[ 1 [
0 |0 0, |0
«_ 1 ii‘
. S A
I
Alternativni representace tabulkou a stromem : g3€ X.
0 I 0 /‘J’ﬂ 1
S| 9 | @ | a |- x Ta

q:z da ES
q3 q1 q2

ai | @ | q ‘/\l O /N !
0

35



Rozpoznava jazyk tvoreny vSemi slovy, ktera obsahuji sudy pocet nul a sou¢asné sudy pocet jednicek.
MOZNA REALIZACE:

H 0 ... horizontalni posun 4—»

1 ... vertikalni posun

Modifikace pojmu kone¢ného automatu

Mooreiv a Meallyho sekvenéni stroj

Nékdy je ucelngjsi modelovat pocita¢ ne jako stroj na automatizované feseni problému hledanim odpovédi ANO / NE, ale
jako stroj na automatizované zpracovani dat (preménu vstupd na vystupy).

Toho 1ze dosahnout zménou modelu kone¢ného automatu. Misto stanoveni mnoziny F koncovych stavi (téch, kdy je
odpovéd’ na otdzku predstavujici problém ANO) tim, Ze automat generuje vystup ve vystupni abecedé, kterym
»dokumentuje* svoji ¢innost.

Koneény Mooreuv sekvenéni stroj je uspofadana Sestice (Q, p, %, A, 9, 1), kde: Q je kone¢na mnozina stavi,

p € Q je pocatecni stav, X je kone¢na neprazdna vstupni abeceda, A je kone¢na neprazdna vystupni abeceda,

0: O x £ — Q je prechodova funkce (dvojici stavajici stav, vstupni symbol pfifazuje novy stav), u: Q — A je znackovaci
funkce (kazdému stavu pfifazuje vystupni symbol).

Moorelv stroj na vstupni posloupnost symbolli vstupni abecedy postupné reaguje generovanim symboli vystupni
abecedy. Tyto symboly zaviseji pouze na stavu, v kterém stroj je.

Kone¢ny automat 1ze simulovat pomoci Mooreova stroje. Staci zvolit vystupni abecedu A = {0,1} a polozit

0 pokud ¢ € F
wq) = {

1 pokud g € F.
Konec¢ny Meallyho sekvencni stroj je usporadana pétice (Q, p, X, A, 9, n), kde: Q je kone¢na mnozina stavi,
p € Q je pocatecni stav, X je kone¢na neprazdna vstupni abeceda, A je kone¢na neprazdna vystupni abeceda,
0: O x ¥ — Q je prechodova funkce (dvojici stavajici stav, vstupni symbol pfifazuje novy stav), p: Q X ¥ — A je vystupni
funkce (kazdému stavu a kazdému vstupnimu symbolu pfifazuje vystupni symbol).
Rozdil mezi Mooreovym a Meallyho strojem spociva v tom, Ze u Mooreova stroje vystup zalezi pouze na stavu v kterém
stroj pravé je. U Meallyho stroje se miize vystup v daném stavu lisit v zavislosti na pravé zpracovavaném symbolu. Tento
rozdil neni principidlni. Kazdy Mooreuv stroj je zfejmeé Meallyho strojem. K Meallyho stroji sestrojime mooretv stroj s
ekvivalentni funkci, pokud kazdy stav rozs§tépime do tolika stavi, kolik je prvkl vstupni abecedy.
Piiklad: Bindrni scitacka.
Vstupem jsou postupné uspoiadané dvojice binarnich ¢islic s¢itanych ¢isel v potadi od leva doprava, to je od nejnizsiho
bitu k nejvysSimu. Vystupem je binarn¢ vyjadieny soucet Cisel, opét binarn¢ v potadi z leva doprava. Stav v kterém stroj
skoncil praci uréuje, zda doslo k pteteceni ¢i ne.
Mooreiv stroj

Tabulka
STAVY (0.0 (0.1) (1.0) (1.1)
— AJD A B B C
B/l A B B C
c/0 B C C D
D/1 B C C D
STAVY

(—) (0.1). (1.0)
(0.1), (1.0) -
(e )

d

L ]

(D.U}T l (1.1)

C/o >

k J

(0.1). (1.0)

(0.1). (1.0)

36



Meallyho stroj

TABULKA
STAVY (0.0 (0.1) (1.0) (1.1)
N NEP NEP/ 0 NEP/1 NEP/1 PRET /0
PRET NEP/ 1 PRET /0 PRET /0 PRET /1
STAVOVY DIAGRAM
(0.0)/0

(0.1)/0,(1.0)/0

4
_

0.1)/ 1, (L0)/1 (1.1)/1

Konec¢ny automat, Mooretv a Meallyho sekvencni stroj jsou zjednodusené modely pocitace. Kazdy stavajici pocitac i
pocitaova sit’ maji pouze konecny, i kdyz velmi velky pocet moznych stavli, danych moznymi obsahy paméti a vnéjsich
zafizeni.

Moznosti kone¢nych automati, pokud jde o feSeni problému (rozpoznavani jazykl) jsou zna¢né omezené. Ukazeme,
ze ani velmi jednoduché jazyky, naptiklad jazyk nad abecedou {0, 1}, tvoteny slovy, ktera se skladaji z urcitého poctu nul
nasledovanych stejnym poctem jednicek nelze koneénym automatem rozpoznat. Pokud totiz pocet nul a jednicek neni
omezen piedem, potom pii libovolné velkém, av§ak piedem daném, konecném poctu stavli vzdy najdeme slovo, kde
pocet nul toto omezeni piekroci a automat si s nim ,,neporadi. To plati pro kazdy jazyk, ktery je definovan na zaklad¢
vlastnosti, kterou nelze postihnout pouze kone¢nou paméti automatu.

V mnoha pripadech je vsak pocet stavil stavajicich vypocetnich systéma tak velky, ze je vyhodnéjsi uvaZzovat modely,
jejichZ mozZnosti jsou potencidlné neomezené, i kdyz v kazdé aktualni situaci se vyuziva pouze konecny pocet moznych
stavi téchto modelt.

Jazyky rozpoznatelné koneénymi automaty

Mg¢jme danu konecnou abecedu ¥ a na mnozin€¢ X* vSech slov nad touto abecedou relaci R definovanou vztahem
xRy & 8%(q0, x) = 8*(¢0, y),

kde g0 je pocatecni stav a o prechodova funkce néjakého kone¢ného automatu. Tedy dvé slova jsou ekvivalentni tehdy a
jenom tehdy, kdyz se automat po jejich zpracovani dostane do téhoz stavu.

Tato relace je zfejmé invariantni vzhledem k zietézeni zprava, tedy xRy = xzRyz.

Ekvivalence generuje rozklad mnoziny X* na disjunktni tfidy navzajem ekvivalentnich slov. Tyto tfidy odpovidaji
koncovym staviim automatu po zpracovani jednotlivych slov. Plati to i naopak. Pokud se ndm podaii slova abecedy X*
roz¢lenit ekvivalenci, ktera generuje konecny pocet tfid a je invariantni vzhledem k fetézeni zprava, a vymezit dany jazyk
jako sjednoceni nekterych tiid této ekvivalence, ziskame konecny automat, ktery tento jazyk rozpoznava.

To ptesné fika tak zvana Nerodova véta: Jazyk L nad abecedou X je rozpoznatelny kone¢nym automatem tehdy a jenom
tehdy, pokud existuje na mnoziné slov nad £* ekvivalence, generujici konecny pocet tfid ekvivalence a invariantni
vzhledem k zfetézeni zprava, takova, Ze L je sjednocenim nekterych tfid této ekvivalence.

Poznamka: Ekvivalenci invariantni vzhledem k zretézeni zprava se vika casto ,,prava ekvivalence*, ekvivalenci, ktera
generuje rozklad na konecny pocet trid ,, ekvivalence konecného indexu . V Nerodové vété se pak kratce hovori o ,,pravé
ekvivalenci konecného indexu .

Podobnym postupem lze dokazat, Chomského vétu, kterd pIn€ charakterizuje jazyky rozpoznatelné konecnymi
automaty: Jazyk je rozpoznatelny konecnym automatem tehdy a jenom tehdy, je-li regularni (typu 3 podle Chomského
hierarchie gramatik a jazyki).

K dikazu této véty je vhodné uzit toho, Ze ke kazdé regularni gramatice, tedy gramatice ur¢ené pouze prepisovacimi
pravidly typu X —» wY,a X —»w

Existuje s ni ekvivalentni gramatika (generujici tyz jazyk), s prepisovacimi pravidly pouze typu X » wY, X —» Ya X — &.
Na zakladé Nerodovy véty lze presné dokazat, ze jazyk tvoteny slovu 0”1, tvofeny slovy, ktera maji libovolny pocet nul
nasledovanych tymz poctem jednicek nelze rozpoznat koneCnym automatem a neni tedy regularni. Pokud by existovala
pravéa ekvivalence generujici rozklad na N tiid, potom aspoii dvé slova z posloupnosti N+1 slov 0, 00, 000, ... 0", 0"/
musi patfit do stejné tiidy ekvivalence. Ttida 07 a 0%, kde J # K. Doplnime-li zprava obé tato slova J znaky 1, musi také
pattit do téze tfidy ekvivalence, protoze tato ekvivalence je invariantni vii€i fetézeni zprava. To vSak mozné neni, protoze
jedno z nich vsak do jazyka patii a druhé nikoliv.
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Podobn¢ se da dokazat, ze jazyk tvoreny slovy pouze ze symboll 1, takovymi, Ze jejich délka je druhou mocninou
ptirozeného ¢&isla také neni rozpoznatelny koneénym automatem. Ditkaz lze opirat o fakt, Ze mezi K* a (K+1) je 2K+1
celych cisel a tento pocet tedy neomezené roste.

Nedeterministické kone¢né automaty

Navrh kone¢ného automatu na zakladé definice jazyka nemusi byt snadnou zalezitosti. Pro snazsi navrh i pro usnadnéni
analyzy nékterych vlastnosti regularnich jazykt a pro dokazovani vét o nich je ucelné zavést pojem nedeterministickych
kone¢nych automatt.

Jde o automaty, u kterych nemusi byt jednoznaéné urcen pocateéni stav a/nebo v ne€kterych situacich mtize byt z daného
stavu pii daném vstupnim symbolu povoleno vice moznych pfechodd do nového stavu. Definice je analogicka s definici
konecného automatu. Rozdily jsou vyznaceny Cervene.

Pro specifikaci nedeterministického konecného automatu je tieba zadat:

1. Konecnou neprazdnou mnoZinu stavii automatu K.

2. Konec¢nou neprazdnou vstupni abecedu automatu .

3. Prechodovou funkci o: K x ¥ — 2K, kterda kazdému (soucasnému) stavu automatu a kazdému (pravé
zpracovavanému) symbolu vstupni abecedy pfifazuje mnozinu moznych novych stavii automatu (podmnozinu mnoziny K
vsech stavll). Tato mnoZzina mize byt i prazdna.

4. Neprazdnou mnoZinu mozZnych pocatec¢nich stavii automatu I € K. V nékterém z téchto stavii miize automat svou
praci zacit..

5. Neprazdnou mnoZinu koncovych stavii F € K . Pokud automat ukon¢i svoji praci ve stavu, ktery patii do F,
odpovida kladné na otazku poloZenou na vstupu (slovo pfijima).

Nedeterministicky kone¢ny automat pfijima slovo, pokud toto slovo odpovida né¢jaké cesté z n€kterého z pocatecnich
stavll do nékterého koncového stavu. Tedy pokud se nam podaii zvolit poCatecni stav a pii zpracovani kazdého symbolu
vybrat z moznych pfechodli do nového stavu takovy, ze po precteni celého slova automat skon¢i svoji praci v mnoziné F
(v koncovém stavu). Tedy neprazdné slovo wl ... wn €X+ je pfijato, pokud existuje posloupnost g1, ... gn+1 takova, Ze
gl €1, gntl€ Faprovsechnai=1, ..., nje qitl € o(qi, wi). Prazdné slovo je pfijato, pokud I N F # @.

Nalézt pomoci nedeterministického postupu kladnou odpoved’ tedy znamena ,,mit dobrého radce“ jak postupovat. Tak jak
prace deterministického automatu simuluje ,,vypocet”, tak prdce nedeterministického automatu simuluje proveéreni
znamého vysledku ,, zkouskou *.

Priklad: Nedeterministicky kone¢ny automat, ktery pfijima vSechna slova nad abecedou {0,1}, ktera obsahuji bud dvé
bezprostiedné za sebou nasledujici nuly nebo dvé bezprostiedné za sebou nasledujici jednicky.

Specifkace: M = ({q0, g1, g2, g3, g4}, {0,1}, 8, {q0}, {g2, g4})

8(¢0, 0) = {90, g3}, 8(q1, 0) = B, 8(¢2, 0) = {2}, 8(¢3, 0) = {¢4}, (¢4, 0) = {¢4},

8(q0, 1) = {q0, g1}, 3(q1, 1) = {g2}, 8(q2, 1) = {g2}, 8(g3, 1) = 0, (¢4, 1) = {g4}.

Stavovy diagram:

0.1
e
0,1(A A 0 0 | \
> q:)—n
} 4 N/
Start 1
. Nedetermimsnus
(g \‘I vyznaden
\_ cervené a modie
1
V—
|
0, 1“& /
&/
Tabulka:
1] 1
— o Fo. q3 s s
if1 [ {q2
2 2 2 —>
e UE &
{4 {4 {4 —
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Jazyky rozpoznatelné nedeterministickymi koneénymi automaty

Kone¢ny automat je zvlastnim pripadem nedeterministického kone¢ného automatu. Abychom uvazili jaké jazyky jsou
rozpoznatelné pomoci nedeterministickych kone¢nych automati, proved’'me tuto uvahu:

Reakci deterministického automatu na zadané slovo z £* 1ze sledovat pomoci posloupnosti stavii, kterymi deterministicky
automat prochazi pfi postupném zpracovavani symboll slova. Reakci nedeterministického automatu na zadané slovo z *
budeme sledovat tak, ze misto jednoznacné urc¢eného stavu budeme uvazovat mnoZinu vsech stavi, do kterych se miiZe
nedeterministicky automat dostat pii postupném zpracovani symboli zadaného slova. To je podmnozina mnoziny K
vSech stavl tohoto automatu, tedy prvek mnoziny 2K. Koneény deterministicky automat, jehoz stavy tvofi mnozinu 2K s
mnozinou koncovych stavii tvofenou podmnozinami ® € 2K, takovymi, ze ® N F # @ ziejme piijima dané slovo tehdy a
jen tehdy, kdyz toto slovo pfijima dany nedeterministicky kone¢ny automat.

Plati tedy:

Ke kazdému nedeterministickému kone¢nému automatu existuje deterministicky kone¢ny automat, rozpoznavajici
tyz jazyk.

Nedeterministické konecné automaty rozpoznavaji pravé regularni jazyky (jazyky typu 3 podle Chomského
hierarchie).

Je vSak tfeba si uvédomit, ze transformaci nedeterministického automatu na deterministicky nazna¢enou podmnoZinovou
konstrukei vznikne z automatu o K stavech automat o 2K stavech. Vzhledem k prudkému riistu exponencialni funkce to
muze byt vaznou praktickou ptrekazkou.

Praktické postupy pii konstrukei kone¢ného automatu pro dany jazyk spocivaji v té€chto krocich.

1. Sestrojeni nedeterministického konecného automatu rozpoznavajiciho dany jazyk

2. Transformace nedeterministického automatu na deterministicky podmnozinovou konstrukci.

3. Postupna redukce stavii deterministického automatu.

Pro tieti bod plati, ze problém ekvivalence (generovani téhoz jazyk’) lze pro kone¢né automaty feSit algoritmicky
(existuje kone¢ny automat, ktery rozhoduje problém, zda jsou dva konecné automaty ekvivalentni i nikoliv).

Vsechny konecné automaty ekvivalentni s danym a s minimalnim poctem stavi jsou navzajem isomorfni a existuje
algoritmizovatelny postup jak je ziskat.

Pro nékteré regularni jazyky je navrh deterministického automatu, ktery je rozpoznava intuitivni cestou pomérné snadny
ukol. Tak naptiklad pro jazyk nad abecedou {0,1}, kterd obsahuji bud dvé bezprostfedné za sebou nasledujici nuly nebo
dvé bezprostiedné za sebou nasledujici jedniCky, pro ktery jsme navrhli nedeterministicky kone¢ny automat je
ekvivalentnim deterministickym automatem konecny automat s stavovym diagramem:

Deterministicky:
I_,f""\i 0.1
N 0 0 I' /f _\
[ o _II—H\l?s /II—""II ]
AN
Start 1
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Pro jazyk nad abecedou {0,1}, slozeny ze slov, ktera:

* bud’ zacinaji usekem 01001

* nebo obsahuji (n¢kde) tisek 01010 jako poslovo

* nebo konci tsekem 0011

navrhneme nedeterministicky kone¢ny automat, ktery jej rozpoznava snadno. Je to automat:

Start
0 1 0 0 1 0.1
rl_.' L] _"0_"1_.'-4\

Ptimy navrh deterministického automatu rozpoznavajiciho tento jazyk by si vyzadal pomérné¢ zna¢nou davku intuice a
zvysenou pozornost.
Mozny vysledek je uveden na nasledujicim obrazku. Ani jeho kontrola neni zcela trivialni.

g1

()

I postup pievodem nedeterministického automatu na deterministicky mnozinovou konstrukci a nasledné redukce narazi na
problémy. 217 je opravdu velké ¢islo.

Uzavérové vlastnosti regularnich jazyki

Skutecnost, ze mnozina vSech regularnich jazykti nad danou abecedou je totozna s mnozinou vsech jazykl nad touto
abecedou, které I1ze rozpoznat kone¢nymi automaty ndm dava moznost pomérné snadno odvodit fadu dalezitych vlastnosti
mnoziny regularnich jazykd.

Ozna¢me v dal$im X pevné zvolenou abecedu a L;, j = 1, 2, ... jazyky nad touto abecedou (podmnoZiny X*). Potom plati:

» Je-li L regularni jazyk, je i jeho doplnék L’ = X* + L regularni jazyk. Ndznak proc tomu tak je: V konecném
automatu, ktery rozpoznavd L zaménime vSechny koncové stavy za nekoncové a nekoncové za koncové. Automat s
koncovymi stavy K + F bude rozpoznavat * + L.

* Jsou-li L, a L, regularni jazyky je i jejich sjednoceni L1 U L2 reguldrni jazyk. Ndznak pro¢ tomu tak je: Necht
kone¢né automaty rozpoznavajici po fad¢ L, a L, maji po fadé mnoziny stavli K; a K, a mnoziny koncovych stavii F; a F.
. Sestrojme kone¢ny automat s mnozinou stavil K; x K, a s mnozinou koncovych stavii

(K1 X Fy) U (F, x K5). (staci tedy, kdyz bude koncového stavu dosazeno pouze pro jednu slozku). Takovy automat
rozpoznava L; U L,.

e Jsou-li L1 a L2 regularni jazyky je i jejich prinik L; N L, regularni jazyk. Ndznak proc¢ tomu tak je: Duvod je
obdobny jako u ptedchoziho bodu. Je vSak tfeba aby koncového stavu bylo dosaZeno u obou slozek. Mnozina koncovych
stavll automatu rozpoznavajiciho L; N L, bude Fy x F, .
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Zietézenim (n¢kdy téz souCinem) L, . L, jazykd L, a L, se nazyva jazyk, jehoz vSechna slova vzniknou zietézenim slova
z jazyka L, se slovem z jazyka L,.

Mocnina jazyka, jejimz exponentem je pfirozené &islo N je definovana indukei takto: L’ = {e}, L' = L, L""' =L " . L pro
vSechna ptirozena Cisla N> 1.

Jazyk L N tedy obsahuje pravé ta slova, ktera vzniknou zietézenim N slov jazyka L.

Oznacme dale [* = U L’ . Jazyk L* se tika také fetézovy uzaveér neboli iteraci jazyka L. Je to jazyk tvoien v§emi slovy,
=0

které vzniknou zietézenim libovolného poctu slov jazyka L. Plati:
* Jsou-li L a L;, j = 1, 2, ... reguldrni jazyky, potom je i ziet€zeni dvou regularnich jazykd, L, . L, regularni jazyk,
libovolna piirozena mocnina L" pro N > 0 regularniho jazyka reguldrni jazyk a iterace L, to je jazyk L* vznikly
zietézenim libovolného poctu slov jazyka L regularni jazyk.
Naznak proc¢ tomu tak je uvedeme pouze pro zietézeni dvou jazykl. Pro kazdy z nich sestrojime kone¢ny automat, ktery
je rozpoznava. Poté doplnime piechody ze vSech koncovych stavii prvého automatu na pocateéni stavy druhého. Ziskame
automat, obecné nedeterministicky, ktery rozpoznava zretézeni.
Regularni jazyky (= jazyKky rozpoznatelné kone¢nymi automaty) nad danou abecedou tvori tedy Booleovu algebru,
uzavienou vuci operaci zietézeni.
Mezi regularni jazyky patii vSechny jazyky, které obsahuji konec¢ny pocet slov.
Z jazyki s nekonecnym poctem slov, jak jsme vidéli, jsou regularni pouze nékteré.
Lze dokazat i Ze mnozina vSech regularnich jazyku je ,,nejmensi mnoZinou, ktera obsahuje vSechny jazyky s
koneénym poctem slov a je uzavifena vuci operacim je uzaviena vici operacim dopliiku, sjednoceni (a tedy i
praniku), Fetézeni a Fetézového uzavéru (iterace). Slovu ,,nejmensi je tieba rozumét tak, ze kazda jind mnozina jazykd,
ktera tyto vlastnosti ma obsahuje mnozinu vSech regularnich jazyki jako svoji podmnozinu.
Mnozina regularnich jazyki je uzaviena i viiéi operaci T obraceni pofadi symboli ve slové. Je-li L regularni jazyk je i L”
regularni jazyk.
Ulohy:
* jsou dva kone¢né automatu ekvivalentni automat (to je zda rozpoznavaji tyz jazyk),
* zda je jazyk rozpoznévany danym automatem prazdny ¢i neprazdny,
* zda jazyk rozpoznavany danym kone¢nym automatem je kone¢nou nebo nekone¢nou mnozinou,
jsou vSechny algoritmicky feSitelné. To znamena existuje kone¢ny automat, ktery na né dava odpoved.
Regularni vyrazy
Regularni vyrazy ptredstavuji uzitecny formalizmus pro zapis regularnich jazyki nad danou abecedou X = {ay, ay, ..., an}.
Abeceda regularnich vyrazii vznikne doplnénim abecedy X o specidlni symboly s timto vyznamem:
+ ve vyznamu sjednoceni, respektive logické disjunkce (nahrada za U, respektive za V),

pro oznaceni zietézeni symbolt a slov (nékdy se vynechava), - . ma vyssi prioritu nez +,
* pro oznaceni fet€ézového uzdvéru (opakovani v libovolném poctu N > 0, tedy vEetné moznosti zddného opakovani) —
tento znak ma nejvyssi prioritu.
Dale abeceda regularnich vyrazli uziva symboly ,,0 pro prazdnou mnozinu a ,,&* pro prazdné slovo a levé a pravé kulaté
zavorky ., (“a,,)“.
Pravidla pro gramatiku regularnich vyrazi jsou tato:
* @ € RV(D),
«£ ERV(D),
*a € RV(Y) prokazdéa € Z,
*a, p ERV(E) = (a+p) € RV(E), (a.p) € RV(R), a* € RV().
UZivaji se i bézné konvence o vynechavani zavorek.
Priklady (£ = {a, b}):
1. b.a*- popisuje mnozinu slov (jazyk) tvofeny slovy zacinajicimi symbolem b, nédsledovanym libovolnym poctem
symbolii a. Opakovani mize byt i prazdné. Tedy za b zadné a byt nemusi. Slovo b do jazyka patii. Tento jazyk 1ze zapsat
zkraceng i jako ba*. Dale budeme uzivat jiz jen zkraceny zapis.
2. baa* - popisuje jazyk obsahujici slova zacCinajici b, za kterym nésleduje jedno nebo vice a. Slovo s jedinym symbolem
b do néj nepatii. To je rozdil oproti jazyku popsanému v piikladé 1.
3. a*ba*ba* - oznacuje jazyk obsahujici slova v ktery se vyskytuje b pravé dvakrat.
4. (atb)*(aa+bb)(a+b)* - jazyk tvoreny slovy, ktera obsahuji bud’ aspon dvé bezprostfedné po sobé nasledujici a nebo
aspon dvé po sob¢ bezprostfedné¢ nasledujici b.
5. (b+abb)* - viechna slova u kterych po kazdém a bezprostiedné nasleduji aspon dveé b.
6. ((a+b)(at+b)(a+b))* - vSechna slova, jejichz délka je délitelna tfemi.
7. (aa + bb + (ab + ba) (aa + bb)* (ab + ba))* - vSechna slova, ktera obsahuji sudy pocet vyskytli a a souc¢asné sudy pocet
vyskytd b.
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Kleeneova véta: Trida jazykil, které lze generovat pomoci regularnich vyraza je totoZna s tfidou regularnich
jazyku. (Tedy jazykl rozpoznatelnych konecnymi automatu a jazyku, které lze generovat gramatikami typu 3 podle
Chomského hierarchie).

Ne¢kdy je pohodIngjsi obohatit symboliku regularnich vyrazt o dalsi symboly pro priinik jazyki a doplnék.

Rozsiiené regularni vyrazy

UZivaji krome abecedy regularnich vyrazi symboly

o & B — pro pranik jazykdl N (logickou konjunkci A - teCka ve smyslu ,,souc¢in® se zde nepouziva pro moznou zameénu s
operaci zfetézeni),

o’ — ¢arku nebo & - pruh nad vyrazem pro komplement £* + L (logickou negaci).

To pomize zjednodusit zapis nekterych jazykd.

Naptiklad jazyk nad abecedou {0, 1} tvofeny vSemi slovy, které obsahuji asponi jednu jednicku lze zapsat regularnim
vyrazem (0 + 1)* 1 (0 + 1)*. Pomoci rozsitenych regularnich vyrazii snaze jako (0*)’. Jazyk z piikladu 7. lze v rozsifené
notaci zapsat jednoduseji jako: (0¥10*10*)* & (1*01*01*)*.

Pro Gpravu rozsitenych regularnich vyrazl Ize uzit znama de Morganova pravidla:

(a+b)y=a &b’ (a&by=a +b,

atb=(a &b’), a&b=(a +b).

Néktera vybrana rozsiieni regularnich jazyka a koneénych automatu

Pojem deterministickych i nedeterministickych kone¢nych automatl lze rozsifit na tak zvané dvousmérné konecné
automaty. U nich je reakci na ptecteni symbolu ze vstupniho slova nejen mozna zmeéna stavu automatu, ale i rozhodnuti,
zda automat provede jednu z nasledujicich t akei:

- Posune ,,Cteci hlavu“ o jedno misto doprava (vpied).

- Posune ,Cteci hlavu o jedno misto vlevo (zpét).

- Ponecha hlavu na mist¢ a bude v dal§im kroku zpracovavat tyz znak v jiném stavu.

Slovo je ptijato, tehdy a jenom tehdy, kdyZ automat opusti vstupni slovo na jeho pravém konci v nékterém z koncovych
stavil. Pokud jej opusti v jiném stavu nez koncovém nebo ptrekroci levy okraj slova nebo se zacykli, slovo odmita. Lze
ukazat, ze dvousmérné konecné automaty rozpoznavaji stejnou mnozinu jazyki jako (jednosmérné) konecné automaty.
Regularni jazyky.

Regularni jazyky jsou definovany omezenim pfepisovacich pravidel generativni gramatiky pouze na pravidla dvou typt:
A—aBaAd—a.

Nekdy se takovym gramatikam fika také levé linearni gramatiky. Jiz jsme uvedli, Ze ta na stejné omezeni vede zizeni
prepisovacich pravidel pouze na typy: 4 —» aB,A — BaAd —&.

Pravé linearni gramatiky jsou definovany omezenim piepisovacich pravidel pouze na typy: 4 — Ba a A — a, ptipadné
A—>Ba,A—>BaAd—cs.

Lze ukazat, ze pravé linearni gramatiky generuji také mnozZinu vSech regularnich jazykii.

Pokud vsak pfipustime uziti obou pravidel, pravého i levého, tedy piepisovaci pravidla omezime na typy: 4 — aB, 4 —
Baa A — a, ptipadné A — aBb a A — a, dostaneme jiz jazyk, ktery neni regularni. Takovym jazykem je jiz analyzovany
jazyk {Onln}, sloZzeny ze vSech slov obsahujicich na zacatku nuly, nasledované stejnym poctem jednicek.

Gramatiky s timto omezenim na typy piepisovacich pravidel se nazyvaji linearni gramatiky. Jimi generované jazyky
linearni jazyky. Jde o dilezity zvlastni ptipad bezkontextovych gramatik a jazyk.

Zasobnikové automaty [Pushdown automata]

Tato myslenkova konstrukce (model vypoctu) obohacuje moznosti koneénych automatii o potencialné nekonecnou
pamét, z které vSak automat v kazdém okamziku vyuziva pouze konecnou Cast. Velikost této paméti ,,pro poznamky*
vSak neni omezena predem. Této paméti se fika zasobnik. Jde o pamét’ s obsluznou disciplinou LIFO [last in - first out].
Tato pamét’ neni pfimo pfistupna cela. V kazdém okamziku je k dispozici pouze vrchol zasobniku, tedy naposledy
uloZzeny symbol. Na zakladé vrcholu zasobniku muze automat ménit sviij stav, tento symbol mlze pfepsat jinym
symbolem, vrchol zasobniku odstranit nebo do zasobniku symbol ulozit. Symboly ukladané do zasobniku tvoii tak
zvanou zasobnikovou abecedu, ktera miize byt, ale nemusi byt, stejna se vstupni abecedou zasobniku.

Formalné¢ je zasobnikovy automat uspotadana sedmice: P = (Q, %, I, 3, q¢, Zo, F), kde

0 = je neprazdna, kone¢na mnozina moznych stavii automatu,

X =je neprazdna, kone¢na vstupni abeceda automatu,

I' = je neprazdna kone¢na zasobnikova abeceda automatu,

qo € Q = je pocatecni stav automatu,

Z, €I = je pocatecni symbol zasobniku (na pocatku prace zasobnik obsahuje jako jedinou polozku tento symbol),

F € Q = je mnozina vSech koncovych stavli automatu,

0 = Je zobrazeni mnoziny Q x (X U {¢}) X I do mnoziny vSech kone¢nych podmnozin mnoziny Q x I'*.

Zobrazeni d tedy provadi akci na zaklad¢ stavu automatu, vstupniho symbolu a vrcholu zasobniku, pii cemz ptipousti, ze
v daném kroku miize i vstupni symbol nezpracovat. Vysledek kroku je nedeterministicky vybér nového stavu automatu,
doprovazeny uloZenim konec¢né dlouhého slova (zZadného, jednoho nebo vice symbolt) zdsobnikové abecedy na vrchol
zasobniku.
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Zasobnikovy automat zahaji svoji praci v pocateCnim stavu a provadi jednotlivé kroky az do vycerpani celého vstupniho
slova, zleva doprava. V kazdém kroku miZe pfecist symbol ze vstupu a posunout ¢teci hlavu o jedno misto vpravo, ale
nemusi. V druhém piipad¢€ povazuje za vstup prazdné slovo a ¢teci hlavu ponecha na misté. Na zaklad¢ takto ziskaného
vstupu, aktualniho vrcholu zasobniku a stavu v kterém pravé je zvoli jednu z moznosti jak zménit sviij stav a ulozit na
vrchol zasobniku Zadny, jeden nebo vice, ale kone¢né mnoho symbolil zdsobnikové abecedy.

Vybér nového stavu miize byt i prazdny. V tom piipadé, pravé tak, jako kdyz je prazdny zasobnik automat svoji praci
ukon¢i netspéchem.

Obecné je tedy chovani zasobnikového automatu nedeterministické.

Je uvazovana i deterministickd varianta, spocivajici v tom, Ze neni vyber zda vstupni znak piecist, ¢i provadét Cinnost ,,na
misté a ndsledny stav a slovo uklddané na vrchol zasobniku je uréeno jednoznacné. Podobné jako u kone¢nych automatti
nedeterminismus nezvysuje rozpoznavaci schopnosti zasobnikovych automatti. Usnadiiuje vSak navrh a snizuje pocet
stavi, které je nutné uvazovat.

Préace automatu je zobrazena na nasledujicim obrazku:

VSTUPNI SLOVO

w
Symboly, které na piecteni cekaji

STAV (w, ¢, 1))
g 7

Zasobnik

11z prectené symboly

Konecna
fidici
jednotka

v
Nehledime-li na prirozena, ale dosud ,,jesté vzdalena* omezeni dana pravdépodobné konecnym poctu atomu, jejich
nenulovym rozmeérim, omezené rychlosti prenosu signalu, lze zasobnikovy automat povazovat a model soucasnych i vsech
budoucich moznosti vypoctu.
Reseni problému p¥ijimani slov zasobnikovymi automaty
Existuji dva zptisoby jak rozhodnout zda zasobnikovy automat pfijima ¢i odmita slovo:
1. Prijimani podle koncového stavu. Slovo je piijato, pokud existuje asponl jeden mozny rezim prace zasobnikového
automatu, pii kterém je precteno celé slovo a po jeho precteni se zasobnikovy automat dostane do néjakého koncového
stavuq € F.
2. Piijimani podle prazdného zasobniku. Slovo je piijato, pokud existuje aspon jeden mozny rezim prace
zasobnikového automatu, pii kterém je precteno celé slovo a po jeho piecteni je zasobnik prazdny. Mnozina F vSech
koncovych stavil je v tomto pfipad¢ nepodstatna.
Je-li P zasobnikovy automat, oznacme:
F(P) mnozinu jazyka, které Ize rozpoznavat pomoci P koncovym stavem.
E(P) mnozinu jazykd, které 1ze rozpoznavat pomoci P prazdnym zasobnikem.
Plati nasledujici véta: Necht’ L je jazyk. Potom L€ F(P) pro néjaky (nedeterministicky) zasobnikovy automat P1
tehdy a jenom tehdy, kdyz L€ E(P).
Oba typy rozpoznavani jsou tedy pro nedeterministické zasobnikové automaty ekvivalentni.
Pro deterministické zasobnikové automaty ptfima analogie neplati. Konecny jazyk {a, aa} je regularni, tedy i
rozpoznatelny zasobnikovym automatem, koncovym stavem. Nemutize byt ale rozpoznatelny prazdnym zasobnikem. Pfi
¢teni slova aa totiz po precteni prvého znaku chybi prostiedek jak zjistit, zda jiz bylo piecteno celé slovo ¢i nikoliv. Plati
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vSak, ze pro kazdy deterministicky zasobnikovy automat P; existuje deterministicky zasobnikovy automat P, takovy, ze

F®y) = E(Py). Mnoziny regularnich jazykt a jazykd rozpoznatelnych deterministickymi zasobnikovymi automaty

prazdnym zasobnikem jsou v§ak mnozinovou inkluzi neporovnatelné.

Jazyky rozpoznatelné deterministickym zasobnikovym automatem pomoci koncového stavu se nazyvaji deterministické

jazyky. Deterministicky jazyk se nazyva bezprefixovy, pokud jej lze rozpoznat deterministickym zasobnikovym

automatem pomoci prazdného zasobniku. DodateCnym pfidanim zardzky na konec slova se rozdil mezi mnoZinami

deterministickych jazykl a bezprefixovych deterministickych jazykt setie. Plati: Je-li L € X* deterministicky jazyk a § &

Y, potom L.{§} je bezprefixovy deterministicky jazyk.

Pro jazyky rozpoznatelné zasobnikovymi automaty plati nasledujici véta:

Pro libovolny jazyk L jsou ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

- L je bezkontextovy jazyk (jazyk typu 2 z Chomského hierarchie jazykt).

- L je rozpoznatelny n¢jakym zasobnikovym automatem pomoci prazdného zasobniku (vystaci se i s automatem, ktery
ma jediny stav).

- L je rozpoznatelny né¢jakym zasobnikovym automatem pomoci koncového stavu.

Na zaklad¢ podobnych uvah jako pro regularni jazyky lze ukéazat, ze mnozina bezkontextovych jazykd je uzaviena vici

operacim sjednoceni, priniku, dopliiku, zfetézeni i fetézového uzavéru (iterace).

Priklady:

1. Jazyk L se sklada ze vSech slov nad abecedou{0, 1} se stejnym poétem nul a jednicek.

Sestrojime zasobnikovy automat, ktery piijima slova tohoto jazyka prazdnym zasobnikem. Automat bude mit jediny stav

0, vstupni abecedu {0, 1}, vystupni abecedu {Z, M, C}. Pro vétsi nadzornost si prvky zasobnikové abecedy miizeme

predstavit jako zelené, modré a Cervené talife, které ukladame do zéasobniku, sloupce s pohyblivym dnem dole. Na

pocatku prace bude v zasobniku jediny zeleny talif. Ten mame moznost kdykoliv odstranit a ukonéit tak Cinnost

automatu. Modry talif na vrhu bude znamenat, Ze v dosud piecteném vstupu ptevladaji nuly. O kolik, to udava pocet

modrych talifti. PoCet Cervenych talifi naopak udava o kolik bylo v dosud pfectené Casti slova vice jedni¢ek. Automat

pracuje tak, ze v ptipadé vstupu nuly se posiva na vrchol zasobniku. Je-li tam modry talif nebo zeleny talif, ptida dalsi

modry. Pokud tam je Cerveny tak jeden Cerveny odebere. Zrcadlové postupuje pii vstupu jednicky. Pokud je vrchol

cerveny nebo zeleny, jeden Cerveny talif pfida. Je-li modry, jeden Cerveny talif odebere.

Formalné zapsano automat sedmice ({Q}, {0, 1}, {Z, M, C}, O, d, Z, ©}), kde funkce 0 je dana tabulkou:

Radky: Symbol na vrcholu zdsobniku.

Sloupce: Ctené vstupni symboly.

Obsah tabulky: Retézec symbolii ukladanych do zasobniku.

i 1 £
— Z MZ CZ Zls
M MM 3
& £ cC

Jediny nedeterminismus potfebujeme proto, ze v okamziku, kdy vznikne rovnovéaha poctu nul a jednicek nevime, zda
jsme na konci slova a madme vypocet ukoncit nebo zda slovo jesté pokracuje.

Tento problém se standardné fesi pfidanim specialniho koncového znaku § € X na konec slova v roli zarazky.

Dany jazyk generuje naptiklad bezkontextova gramatika ({S, A, B}, {0, 1}, P, S} spravidly P={S —> 14,4 —» 0,4 —
05,4 —>144,4A — 0B,B— 1,B — 1S, B— 0BB}.

Naptiklad slovo 001101 ma v této gramatice dvé nejlevejsi odvozeni (nakreslete si derivacni grafy!):

S — 0B — 00BB — 001SB — 001148 —00110B — 001101 a

S — 0B — 00BB — 001SB — 00114B — 001108 — 001101.

Pokud bychom v definici gramatiky zvolili jina pfepisovaci pravidla, naptiklad P = {S — 0BS, S — 0B, § — 145, § —
14,4 — 144, 4 — 0, B — 0BB, B — 1}, bylo by levé odvozeni jednoznacné. 20

2. Pro slovo w = v{vy...vn_1VN, 0znaéme w' = vain ... vav; slovo zapsané v ,,opacném poradi“ symbolil.

Jazyk L nad abecedou {0, 1, ¢} obsahuje viechna slova tvaru wew" .

Navrhnéte pro oba jazyky zasobnikovy automat, ktery je rozpoznava a regularni gramatiku, ktera je generuje!

Jazyk je ziejmé generovan gramatikou ({{S}, {0, 1, ¢}, {S — 050, S — 151, § — &}, S}.

Pti konstrukci zasobnikového automatu vystacime s jedinym stave. Zasobnikova abeceda bude mit tii symboly. Zvolme je
stejné jako u vstupni abecedy: ¥ = I' = {0, 1, ¢}. Chceme-li uzit analogie s pfedchozi tlohou, oziejmime roli
zasobnikovych symbolil takto

¢ ... bude pocatecni symbol v zasobniku (odpovida ,,Cervenému talifi),

0 ... se pred prectenim centralniho symbolu do zasobniku zapiSe (jako se ukladal modry talii‘), po pfecteni centralniho
symbolu bude jako vrchol zasobniku porovnavana se vstupem.

1 ... bude obsluhovana analogicky (,,zeleny talit).

Zasobnikovy automat bude mit dva stavy:
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PRED — pred ptectenim centralniho symbolu ¢ a

PO — po precteni centralniho symbolu c.

Tabulka pechodové funkce & je tedy nasledujici. Radky jsou uspoiadané dvojice (stav, vrchol zasobniku), sloupce étené
symboly. Obsah tabulky je fetézec ukladany do zasobniku a piipadnd zména stavu:

0 l C
—| (FRED, c) Pridej 0. neméa stav Piidej 1. nemé&i stav Piejdi do stavu FO
(FRED. 1) Pride) 0. neméa stav Piidej 1, nemé&i stav Prejdi do stavu PO
(FRED. 1) Pridej 0. neméa stav Piidej 1. nemé&i stav Piejdi do stavu FO
(PO, ) Piejdi do stavu PO Prejdi do stava PO —=5TOP -NE
(PO, ) Odstran vrchol, neméa stav —=5TCOP -NE —=5TOP -NE
(PO, 1) —=5TOP-NE Odstrai vrchel, neméd stav | — =5TOP -NE

Turingovy stroje [Turing machines]
Tento nejobecngjsi model vypoctu predpoklada, ze vstupni slova jsou na pasce, ktera je potencidlné¢ oboustranné
nekonecnd, i kdyz (podobné jako u zéapisniku) je v kazdém okamziku prace vyuzivana pouze jeji konecna cast. Toto
omezeni vSak neni stanoveno pfedem. V pribéhu zpracovani slova ma ¢teci hlava moznost symboly na pasce prepisovat a
pohybovat se po pasce obéma sméry, tedy i mimo oba okraje zadaného slova.
Formalné je Turinglv stroj definovan jako usporadana Sestice T = (K, %, I, 9, ¢y, F), kde:
K = je neprdzdna konecna mnozina stavi,
I' = je neprazdna kone¢na mnozina paskovych symbolii obsahujici specialni prazdny symbol, oznacovany b,
¥ c I' = je neprazdna mnozina vstupnich symbold, ktera prazdny symbol b neobsahuje,
qo € K = je pocatecni stav stroje,
F C K = je neprazdna mnozina koncovych stavii stroje a
0 =je (parcialni) funkce z mnoziny K x I' do mnoziny K x (I" - {b}) x {«, —}.

|é’ |é |{I'_ |ﬁ"1 |ﬁ"3 | |f'-"1'-.' |ﬁ'1' |f~'1"] |_ |ﬂ'.'i |é’ |‘h |
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Stav prace stroje je urcen jeho konfiguracy{ct, 4. o = (ay, @y ooy 1)
T E = (ﬂi! 5e0s vuns a]:l}

Cast pasky pred hlavou - a  Stav ridici jednotky stroje Cist pasky od hlavy vpravo -

Vstupni paska je rozdélena na policka obsahujici symboly paskové abecedy. Na pocatku prace je na pasce zapsano
zkoumané slovo a Cteci hlava je nastavena na jeho levy okraj. Na zbytku pasky jsou zapsany prazdné symboly. V kazdém
kroku prace stroje ma tidici jednotka s kone¢nym poctem svych vnitinich stavti (¢teci hlava) pristup k jednomu policku
pasky. V zavislosti na obsahu tohoto policka a stavu v kterém je mize fidici jednotka provést nekteré nebo vSechny tyto
akce:

- prepsat obsah tohoto policka néjakym symbolem paskové abecedy,

- posunout se o jedno misto vpravo (—) nebo vlevo («),

- zménit sviij vnitini stav.

Pti své praci se Cteci hlava miize dostat i mimo okraje piivodné zapsaného slova a to v obou smérech. Vpravo i vilevo.
Potieba mista v priibéhu vypoctu neni predem omezena.

Pocate¢ni konfiguraci stroje je konfigurace P = (g, go, w), kde w € £*, Je-li stroj v konfiguraci (ux, g, yv),

potom konfigurace po ni bezprostiedné nasledujici bude: (uxy’, ¢’, v) v pripadé, ze do(q, x) — (¢°, x
(u, g’, xy’v) v ptipadé, zZe 6(q, x) — (¢’, X, <).

Pokud funkce 6 neni definovana, stroj se zastavi a svoji praci ukon¢i.

Relace ,konfigurace K nasleduje konfiguraci P je definovana jako tranzitivni uzavér relace bezprostiedniho
nasledovani. Tedy tak, ze existuje kone¢ny fetézec konfiguraci pocinajici P a koncici konfiguraci K, tak, ze kazda z nich
bezprostfedné nasleduje piredchozi konfiguraci.

Koncovou konfiguraci nazyvame konfiguraci tvaru (u, ¢, v), kde ¢ € F je n&jaky koncovy stav. Pfipomeiime, Ze pro
koncové stavy neni pfechodova funkce definovana a tedy pokud stroj dosahne na koncovou konfiguraci, nemtize ve své
praci pokraCovat a zastavi se.

B

, =) a
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Rikiame, e Turingiv stroj p¥ijima slovo w, tehdy a jenom tehdy, jestlie po po&ate¢ni konfiguraci nasleduje

koncova.

Ptijeti slova Turingovym strojem tedy znamena jeho zastaveni v nékterém z koncovych stavii.

K nepfijeti slova Turingovym strojem mutize dojit dvéma zptisoby:

1. Stroj se zastavi ve stavu, ktery do mnoZiny koncovych stavi nepatfi.

2. Stroj se nikdy nezastavi.

Tyto dva typy nepiijeti slova jsou podstatné odlisné.

-V prvém piipad¢ ziskdme v konecném ¢ase kladnou odpoveéd’ na otazku zda slovo do jazyka patii, ¢i nikoliv.

-V druhém ptipad¢ dostaneme v kone¢ném case (ktery vSak nelze pfedem shora odhadnout) pouze kladnou odpoved’.
Zaporné odpoveédi se nedockame. Absence kladné odpoveédi mize znamenat, ze odpovéd’ je zaporna, ale i to, Ze ,,jsme
prilis netrpélivi™ a mame jesté vyckat.

Rikame, e Turingiiv stroj rozhoduje jazyk L, jestliZe se pro kazdé slovo w € X* jeho vypoéet vidy v kone¢ném &ase

zastavi (a podle stavu v kterém se zastavi rozhodneme, zda slovo do jazyka patfi, ¢i nikoliv). Jazyky rozhodnutelné

Turingovym strojem se nazyvaji rekurzivni jazyky.

Rikame, 7¢ Turingiv stroj pie€isluje nebo téZ rozpoznava jazyk L, jestliZe p¥ijima viechna slova tohoto jazyka a

nepfijima slova, ktera do jazyka nepatii (u téchto slov vSak nemusi vypocet zastavit). Jazyky rozpoznatelné

Turingovym strojem se nazyvaji rekurzivné precislitelné jazyky, nékdy téz rekurzivné vyc€islitelné jazyky nebo

rekurzivné spocetné jazyky.

Snadno se dokaze tak zvana Postova véta: Je-li jazyk L rekurzivné prelislitelny a jeho doplnék X + L také

rekurzivné precislitelny, je jazyk L (i jeho doplnék) rekurzivni.

Naznak proc tomu tak je: Mame-li dva Turingovy stroje 7 a 7, pro rozpoznani jazykd L a ¥ + L, miZeme sestrojit

Turinguv stroj, ktery ,,stfida kroky* obou stroji. Tedy liché kroky provadi podle T a sudé podle 7”. Ten svoji praci skonci

vzdy a oba jazyky rozhodne.

Analogicky jako u kone¢nych automati a zasobnikovych automatii 1ze uvazovat také nedeterministicky Turinguyv stroj.

V definici staci pfipustit vice moznych pocatecnich stavl a funkci 6 nahradit relaci. Pfi praci pak stroj mize pfi daném

stavu a daném obsahu cten¢ho policka mit vice moznosti jakym symbolem cteny symbol nahradi, jak zménit sviij stav a

zda posunout hlavu o jedno misto vpravo, ¢i vlevo. Podobné jako u ptedchozich modelti vypoctu maji nedeterministické

Turingovy stroje stejnou rozpoznavaci schopnost jako deterministické. Pfesnéji feceno, kazdy nedeterministicky Turingtiv

stroj 1ze nahradit deterministickym, ktery rozpoznava ¢i rozhoduje tyz jazyk.

Vysettuji se 1 rizné modifikace Turingovych stroji. Uved’'me naptiklad:

- Turingovy stroje s jednostrann¢ ohrani¢enou paskou.

- Turingovy stroje s vice paskami.

Rozlisovaci schopnost téchto modelt je stejna jako u modelu, ktery jsme popsali.

Stejnou rozpoznavaci schopnost jako Turingovy stroje maji i Zasobnikové automaty s dvéma nebo vice zasobniky.

Omezeni vSak piedstavuje podminka, Zze Turingliv stroj beéhem své prace nesmi piekrocit hranice ptivodné zadaného

slova. Turinglv stroj, ktery nikdy neopusti policka pasky na které bylo zapsano vstupni slove (mize vSak jeho

symboly libovoln¢ pfepisovat) se nazyva ohrani¢eny automat (n¢kdy linearné ohrani¢eny automat).

Pro vztah mezi Chomského hierarchii gramatik a jazykd a modely vypoctu plati nasledujici tvrzeni:

Jazyky rozpoznatelné Turingovym strojem (rekurzivné precislitelné jazyky) jsou ty a pouze ty jazyky, které lze generovat

n¢jakou generativni gramatikou (gramatikou typu 0 podle Chomského hierarchie).

Jazyky rozpoznatelné ohraniCenym automatem jsou kontextové jazyky a pouze kontextové jazyky, tedy jazyky typu 1

podle Chomského hierarchie.

Znamé algoritmy lze realizovat pomoci Turingova stroje. Neni to ale pravé snadna prace. 24

Turingovy stroje a algoritmicka FeSitelnost a precislitenost problému

Turingovy stroje jsou nejobecnéjsim znamym modelem algoritmu a procedury.

Plati tak zvana Turingova teze. Tato teze neni matematickou vétou, pouze obecné pfijimanym ndzorem, ze pojem

algoritmu, tak jak jej chapeme intuitivné odpovida moznostem Turingovych stroji. Turingova teze fika:

Kazdy Turinguyv stroj reprezentuje néjaky algoritmus a kazdy algoritmus Ize realizovat néjakym Turingovym strojem.

Zaroven piijeti této teze umoznuje rozlisit dva pripady:

- Reseni problému algoritmem, kdy Turingiv stroj rozhoduje dany jazyk (odpovi ANO i NE v kone¢ném Gase).

- Reseni problému procedurou, kdy Turingiiv stroj dany jazyk pouze rozpoznava (v kone¢ném &ase da pouze kladnou
odpoved).

Pro podporu Turingovy teze Ize uvést dal§i model vypoctu.

Stroje RASP [Random Access Stored Program]

Tyto modely pracuji s Cisly. Formalizuji v podstaté velmi zjednodusen¢ von Neumanniiv model pocitace. Pracuji s

aritmetickou jednotkou, ¢itaCem instrukci, sttadadem, indexregistrem a potencialné neomezenou piimo adresovatelnou

mnozinou pamétovych registrti pro data i program. Realizuji velmi omezeny operacni kdd obsahujici instrukce vybéru z
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paméti (LOAD), ukladani do paméti (STORE) zékladni aritmetické operace a podminéné a nepodminéné (v zavislosti na
obsahu stfadace) skoky a operaci zastaveni stroje HALT. Pfipoustéji i moznost neptimého adresovani.

Je zajimavé, Ze (pochopiteln€ po nalezitém upfesnéni predchoziho odstavce, naznacujictho velmi nepfesné¢ moznosti
stroji RASP) 1ze dokazat, Ze moZnosti stroji RASP jsou pIné ekvivalentni mozZnostem Turingovych stroju. Kazdému
Turingovu stroji odpovida urcity ,,program* pro stroj RASP a naopak, kazdému programu pro RASP lze sestrojit
Turinglv stroj realizujici tyz vypocet.

Realizovat dany algoritmus pro stroj RASP byva obvykle snazsi nez pro Turinglv stroj. Tento model je samoziejmé

vvvvvv

,»Vystiznéj§im obrazem* klasickych pocitacu. Stroje RASP jsou v§ak méné vhodné pro dokazovani obecnych vét.
0 | |
| sTRADAG |
1
| INDEXREGISTR | | |
]
- 2
| GiTAc | e~ | |
A
ARTTMETICKA
JEDNOTEA n

Algoritmicky nerozhodnutelné problémy
Kazdy Turinglv stroj lze popsat konecnym poctem symbolii néjaké abecedy. Staci zakodovat vhodné jeho stavy,
paskovou abecedu a prechodovou funkci. Mnozina vSech Turingovych stroji je tedy nekonecnd, spoc¢etna. Uvazujme pro
jednoduchost pouze stroje pracujici s abecedou {0, 1}. Kody vsech Turingovych stroja Ize usporadat do posloupnosti 71,
72, ...
Tato uvaha umoznuje myslenkovou konstrukci tak zvaného univerzalniho Turingova stroje. Tento stroj provede
postupné:
Prvy krok T1,
Druhy krok 71, Prvy krok 72,
Tteti krok 71, Druhy krok 72, Prvy krok 73,
Ctvrty krok T1, ...
Tento stroj rozpoznava vSechny jazyky, které rozpoznava libovolny Turingiiv stroj a rozhoduje vSechny jazyky, které
rozhoduje libovolny Turinglv stroj. Realizuje tedy ,,vSechny soucasné i budouci “algoritmy programy.
Vsechna slova nad konecnou neprazdnou abecedou tvofi také nekonecnou spocetnou mnozinu. Jeji prvky lze téz setadit
do nekonecné posloupnosti. Postupujme nyni diagonalni metodou. Sestrojme jazyk L tak, ze do né€j zafadime ta a jen ta
slova, pro které¢ se Turingliv stroj umistény na témze misté posloupnosti se pii své praci nezastavi. Tento jazyk neni
zadnym Turingovym strojem rozpoznatelny. Kdyby byl, musel by byt umistén na n¢jakém misté posloupnosti a musel by
dané slovo pfijmout. Existuji tedy jazyky, které nelze zadnym Turingovym strojem rozpoznat. Ty piedstavuji
neprecislitelné problémy.

Tyto problémy lze i konkretizovat. Jeden takovy uvedeme:

Formulujme tak zvany problém zastaveni Turingova stroje:

Je dan Turingiv stroj v néjaké své konfiguraci. Existuje algoritmus, ktery rozhoduje zda se tento stroj zastavi ¢i

nikoliv?

Odpovéd’ na tuto otazku je negativni. Lze to dokazat opét postupem v které se uzije diagonalni metoda. Tento poznatek

Je dulezity pro prokazani nemoznosti algoritmicky provérit v obecném pripadé uplnou korektnost programii pri pokusech

rigorozné dokazat jejich spravnost.

V teorii formalnich jazyka je fada algoritmicky nerozhodnutelnych problémt. Uved’'me spiSe namatkou nékteré z nich:

- Jejazyk generovany kontextovou gramatikou prazdny? Konecny? Nekonecny?

- Jejazyk generovany gramatikou typu 0 prazdny? Kone¢ny? Nekonecny?

- Plati mnozinova inkluse a tedy i rovnost mezi jazyky, které jsou generovany oba bezkontextovou gramatikou?
Kontextovou gramatikou? Gramatikou typu 0? Diisledkem algoritmické neresitelnosti je nemoznost rozhodnout zda
dva riizné programy maji vzdy tutéz funkci.

- Jejazyk generovany kontextovou gramatikou, bezkontextovou gramatikou, gramatikou typu 0 regularni?

Existuji i pomérné snadno formulovatelné kombinatorické problémy u kterych lze ukazat, ze jsou algoritmicky

nerozhodnutelné.

Nejznaméjsi z nich je tak zvany Postiv korespondencni problém.

M¢jme dvé stejné dlouhé posloupnosti neprazdnych slov nad danou abecedou X:

X1, X2, «oo Xk 5 Xj € E‘l’,j: 1, vy k,

YLV n Yk Yi€EZH =1, 0Lk
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Rekneme, Ze tento problém ma feSeni, pokud ,,lze z obou téchto posloupnosti slov sestavit stejné slovo*, presnéji pokud
existuje posloupnost pfirozenych &isel 7, iy, ..

. im tak, 7Ze X;1Xi2 ... Xim= YitVi2 --- Yim

Napriklad je-li £ = {0, 1} a mame dany posloupnosti slov:

Posloupnost 4 Posloupnost 5
i X Yi
1 | 111
2 10111 10
3 10 0

jde o fesitelny problém, protoze pfi volbé m=4,i,=2,i,=1,i3 =1, iy =3 mame
Xox1X1X3 = yoyviys = 101111110.

| E—
| | — i

Pfi jiné volbé posloupnosti, naptiklad

Posloupnost 4

Posloupnost B

X;

Yi

10

101

011

11

101

011

Lze ale ukazat, ze pokusy o takovéto sestaveni stejného fetézce by byly marné. Problém feseni nema.

Lze ukazat, Ze obecny algoritmus, ktery by pro kazdou volbu posloupnosti slov nad danou abecedou rozhodoval, zda ma
Posttiv korespondencni problém feSeni, neexistuje. Jazyk definovany t€émi posloupnostmi posloupnosti, pro které Postiv
problém feSeni ma je sice rozpoznatelny, ale neni rozhodnutelny. Jazyk uréeny posloupnostmi posloupnosti, pro které
Posttiv problém feSeni nema neni ani rozpoznatelny.

Petriho sité

Kromé modelt vypoctu o kterych jsme se zminili existuje jesté fada dalSich. VSechny dosud probirané simulovali vzdy v
podstaté jen sekvenéni vypocet. Zminime se je$té velmi strucné o jednom, ktery se hodi i pro modelovani paralelnich a
distribuovanych procest. Je pojmenovan po némeckém matematikovi Petrim, ktery jej formuloval v Sedesatych Iétech
minulého stoleti.

Proces je modelovan orientovanym grafem. Jeho uzly jsou dvojiho druhu: MISTA (STAVY) a PRECHODY.

Graf je biparitni. To znamena, Ze orientovana hrana mize vést pouze ze stavu do piechodu nebo z prechodu do stavu. Ne
mezi misty navzajem a mezi prechody navzajem. Je zvykem oznaCovat mista kruhy a pfechody obdélniky. Z mista mize
vést nékolik orientovanych hran do vice stavi, ze stavu nékolik orientovanych hran do vice mist. Mista i pfechody mohou
mit vice vstupnich hran.

Formalné je Petriho sit’ uspotadana trojice (P, 7, F), kde P a T jsou disjunktni konecné a neprazdné mnoziny, P mnozina
mist [places] a T mnozina [transitions] pfechodti a ' € (P x T) U (T x P) je relace pfechodu v siti.

Stav sit€ je uréen polohou znacek — ,,peskd* [token] umistovanych do mist sité. V jednom misté¢ mize byt umisténa
zadna znacka, jedna znacka nebo nékolik znacek, pokud to ohodnoceni (kapacita) mista dovoli. Pfi uskute¢néni prechodu
se znacky pfemist'uji do nového mista sité.

Stav sité je urcen pocty znacek v jednotlivych mistech sité. Vychozi stav je dan rozmisténim znacek v mistech site..

Mista v siti jsou ohodnocena ptirozenymi Cisly 1, 2, ... nebo symbolem . Ohodnoceni znamend maximalni pocet
znacek, které mohou byt do mista umistény. Ohodnoceni mista symbolem oo znamena, Ze kapacita mista omezena neni.
Hodnota « se nékdy povazuje za implicitni.

Ohodnoceny jsou i hrany spojujici mista s piechody a pfechody s misty. Pro toto ohodnoceni se uzivaji pfirozena ¢isla 1,
2, ... .Pokud ohodnoceni uvedeno neni, ptedpoklada se jeho implicitni hodnota 1.

U hran MISTO — PRECHOD ma ohodnoceni hran ten vyznam, Ze k pfesunu znaéek dojde, pokud viechny vstupni mista
tohoto pfechodu obsahuji aspon takovy pocet znacek, ktery je dan ohodnocenim téchto hran.

U hran PRECHOD — MISTO uréuje ohodnoceni hran podet znadek, kterd v cilovém mist& vzniknou. Podet znaek
umisténych v celé siti se tedy mlize ménit.

Prace sité probiha evoluci, pokud jsou pfechody mozné. Sit’ se vyviji obecné nedeterministicky.

Existuje fada podminek na sit’ napiiklad pro to, aby sit’ byla ,,bezpe¢na®, ,,ohrani¢ena®, ,,ziva®“, ,reverzibilni“ apod.
Typické uziti Petriho siti je pro modelovani a synchronizaci paralelnich vypoctt. Petriho sit¢ umoznuji také elegantné
hlidat pfeplnéni vyrovnavacich paméti v kterych si paralelni procesy predavaji data. Naptiklad u procest typu producent
— konsument.

Dalsi mozné uziti je pro feSeni konfliktnich situaci, naptiklad pro prevenci uvaznuti [death lock] pfi ptidélovani
prostiedkli paraleln¢ probihajicim procestim.
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9. VYPOCETNI SLOZITOST

Produkty a jejich jakost

Pro hodnoceni softwaru, jako kazdého produktu je dilezita jeho jakost (=kvalita).

Produkt je vyrobek nebo sluzba nebo kombinace vyrobku a sluzby uréeny pro dodavku. Software je specificky druh
produktu.

Jakost kazdého produktu je vymezena jako mira, kterou vnitini charakteristiky produktu splituji pozadavky.
Pozadavky mohou byt stanoveny ptedpisy, byt obecné piedpokladané nebo mohou byt stanoveny zvlast pro dany ptipad.
PoZadavky maji odraZet potireby uZivatele produktu ale téZ vSech dalSich zainteresovanych stran.

Jakost informac¢nich systémii a softwaru

Software je zvlastni typ produktu. Pro hodnoceni jeho jakosti bylo rozhodnuto sledovat Sest charakteristik:

- Funk¢nost [functionality].

- Bezporuchovost [reliability].

- Pouzitelnost [usability].

- Uginnost [efficiency].

- Udrzovatelnost [maintainability]

- Ptenositelnost [portability].

Pro kazdou z té€chto charakteristik je vhodné stanovit pozadavky zvlast a jejich splnéni hodnotit oddélené. Tyto
charakteristiky lze uzit i pro hodnoceni jakosti informacnich systémt. Jakost informacnich systému vSak ovliviiuji i dalsi
slozky (hardware, lidé, ktefi s IS pracuji, organizacni opatieni, ...).

Kazda z uvedenych Sesti charakteristik se d¢li na nékolik podchareakteristik. M¢ctitelné vlastnosti ovliviljici jeho jakost
se nazyvaji atributy jakosti. Atributy jakosti obvykle vypovidaji o nékolika podcharakteristikach a
charakteristikach jakosti zarovei.

Utinnost softwaru jako podcharakteristika jakosti

V tomto tématu se budeme zabyvat predevs§im charakteristikou i¢innost. Ta totoz zavisi v rozhodujici mife na uzitém
algoritmu.

Ucinnost ma nasledujici podcharakteristiky

Utinnost

Casove chovand Vyuzivani zdroji Shoda se zvyklostiu

Casové chovani [time behavior] je schopnost softwaru poskytnout pii provadéni pozadované funkce v pozadovaném
Case, poskytovat v pozadovaném Case odezvu a zabezpecit pozadovanou propustnost vypoctu.

Vyuzivani zdroji [resource utilization] je schopnost softwaru zajistit vypocet s pfijatelnymi pozadavky na typy a rozsah
zatizeni vypocetniho systémt a uzitych medii (napfiklad rozsah potfebné vnitini a vnéj$i paméti).

Shoda se zvyklostmi [compliance] je schopnost softwaru respektovat lokalné platné zakony, natizeni, normy a zvyklosti.
Casové chovini a potieba paméti pro software zavisi pFedev§im na uZitém algoritmu.

Pozadavkim na ¢as potiebny pro vypocet (jeho dokonceni v davkovém rezimu nebo pfipravu odezvy v interakénim
rezimu) se obvykle fika ¢asova sloZitost vypoctu (algoritmu).

Pozadavkim na rozsah paméti potfebné pro vypocet se obvykle fika prostorova sloZitost vypoctu algoritmu.

Casova a prostorova slozitost se obvykle souhrnné nazyva vypodetni sloZitost.

Poznamka: Vypocetni slozitost je ,,slozitost vypoctu pro stroj*. Nelze ji zaménovat se za projekcni sloZitost softwaru
»(slozitost pro ¢lovéka®), ktera je dana mirou usili potfebného k navrhu, implementaci, ovéieni a udrzbé softwaru. Ta je
méfena ,,Clovékomésici® prace nebo naklady na vytvofeni softwaru. Vytvofit software s vysokou vypocetni slozitosti
mize byt snaz§i, nez vytvorit i€inny software, ktery miize mit projekeni slozitost vyssi. Neni tomu tak ale vzdy.

Slozitost algoritmu

Role algoritmu je pro tcinnost softwaru rozhodujici, ne v§ak jedina.

Utinnost informa¢niho systému mize byt i pfi vhodném algoritmu degradovana fadou faktort. Uved'me nékteré
nejcastejsi:

» Mélo vykonny hardware uzity v systému (nizka rychlost, mala pamét, ...).

* Nevhodny operaéni systém vyrazné zpomalujici praci systému a/nebo s vysokymi naroky na zdroje.

* Nevhodné predpisy pro vyuzivani systému vedouci k jeho malo efektivnimu vyuzivani.

* Nekvalifikovana obsluha.

Ani vynikajici uroven vSech dalSich faktord ovliviiujicich a¢innost systému v§ak nemtize ,,dohnat nedostatky zplsobené
nevhodnym algoritmem s nepfijatelnou casovou nebo prostorovou slozitosti. Jeden z nejvaznéjsich problémi soucasné
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informatiky je vSak skutecnost, ze pro feSeni fady dalezitych otazekneni algoritmus s pfijatelnou vypocetni slozitosti k

dispozici.

Odhlédneme-li od realizace algoritmu na konkrétnim hardwaru a v konkrétnim prostiedi informacniho systému, lze

¢asovou sloZitost hodnotit potem krokiu, které algoritmus musi provést nez problém rozhodne. Prostorovou

sloZitost pak rozsahem paméti, kterou pro realizaci vypoctu poti‘ebuje.

Toto hodnoceni lze provést na riznych urovnich. Krajni piistupy jsou:

- Rigoroézni pristup: Algoritmus uvaZzujeme zcela nezavisle na konkrétnim pocitaci jako proces probihajici na
Tyringové stroji. Hodnotime poc¢et krokii Turingova stroje, od poc¢atku jeho prace do okamziku jeho zastaveni a
rozhodnuti problému. Prostorova slozitost je pak dana maximalni délkou pasky, které¢ béhem své prace (od pocatku do
zastaveni) TuringQv stroj pouzil pro zdznam znakti abecedy.

- Prakticky pristup: Odhadujeme pocet operaci realného stroje s tim, ze (v rozporu se skuteCnosti) povazujeme
vSechny operace za ,,stejné ¢asové narocné®, respektive odhadujeme pouze pocet operaci n€jakého vybraného typu
(tfeba aritmetické operace u numerickych vypoctd, operace porovnavani polozek u algoritmtl fazeni dat — ,.tfidéni*) a
ostatni operace zanedbavame. Vzhledem ke skutecnosti, Ze pii odhadech slozitosti jde vzdy pouze o trend rdstu narok
na Cas s rustem rozsahu ulohy a vzhledem k tomu, Ze délku kazdé operace lze zhora odhadnout nasobkem délky
zakladniho taktu stroje, je toto ,,zjednoduSeni opravnéné. Prostorova slozitost je pak dana rozsahem paméti méfené v
poctu byta ¢i bitl, bez ohledu na realizaci pamét'ovych mist.

Ve svych tvahach budeme sledovat spise prakticky pohled s tim, ze budeme mit na zfeteli, ze pro vyvozeni ptesnych

zaveéru je rigordzni pristup potiebny.

Pesimisticka a primérna vypocetni sloZitost

Je ziejmé, Ze u téhoZ algoritmu i pii stejném rozsahu zpracovavanych dat miZze vypocet trvat riznou dobu v

zavislosti na konkrétnich hodnotach vstupnich dat. Bude totiz pro rtizna data potieba provést rizny pocet krokl. Totéz

muze platit pro potfebu paméti.

Prikladem mize byt tiidici algoritmus bublesort, ktery pokud data na vstupu jsou jiz setfidéna, potiebuje pouze jeden

prichod polem pro kontrolu uspotadami. Pokud je vstup délky n uspotadan inversné k pozadovanému, bude pottebovat n

- 1 priichodl. Obdobny ptiklad 1ze nalézt i pro prostorovou slozitost.

Je tedy tieba rozliSovat

* Pesimistickou vypocetni slozitost — definovanou jako slozitost (Casovou nebo prostorovou), které je dosazeno v

,»nejhor$im mozném ptipade pro dany rozsah zpracovavanych dat.

* Primérnou vypocetni sloZitost — definovanou jako aritmeticky primér slozitosti v pro konkrétni vstupy daného

rozsahu s ptihlédnutim k pravdépodobnostnimu rozlozeni téchto moznych vstupi.

Odhad pesimistické vypocetni slozitosti byva jednodussi nez odhad slozitosti primérné.

Nelze jednozna¢né zodpoveédét otazku, kterd z obou slozitosti je ,,dulezitéj$i“. U Casové slozitosti naroénych vypoctu,

které se Casto opakuji, ale kde neni doba pro ukonceni konkrétniho vypoctu kriticka, da jisté klepsi obrazek o u¢innosti

pramérna slozitost. U ¢asove kritickych procest, naptiklad pfima regulace zatizeni, kde prodleva miize zpusobit havarii je
rozhodujici znat pesimistickou casovou slozitost. U prostorové slozitosti je zpravidla rozhodujici té€Z pesimisticka
varianta. Pfekroceni prostoru totiz znamena odepfeni funkce.

V dalsich tivahach, pokud budeme hovoftit o vypocetni slozitosti bez uvedeni zda nam jde o primérnou ¢i pesimistickou,

budeme mit vzdy na mysli pesimistickou sloZitost.

Daéle se soustfedime piedevsim na ¢asovou slozitost. Pti praktickych aplikacich byva totiz ¢astéji omezujicim faktorem

nez slozitost prostorova.

Uvahy o prostorové sloZitosti jsou viak analogické.

Miry pro ¢asovou sloZitost

Casové chovani jako podcharakteristika u¢innosti informaéniho systému nebo softwarového produltu lze obvykle

charakterizovat riznymi atributy v zavislosti na typu softwaru. Pro systémy pracujici v interakénim reZzimu to byva

atributem a pfislusnou mirou:

- Doba odezvy [Response time], definovana jako doba mezi ukoncenim uzivatelovy interakce se systémem a reakci
systému po provedeni pozadované operace. Pfitom uzivatelem muze byt ¢loveék i technické zafizeni (naptiklad v
pripadé automatizovaného fizeni néjakého vyrobniho procesu). Dllezitd mize byt jak primeérna tak i maximalni doba
odezvy.

V ptipad¢ davkového zpracovani byva atributem a mirou:

- Doba obratky [Turnaround time], definovana jako doba mezi zavedenim vzajemné souvisejicich tloh [task] nebo
davky [job] a jejim ukoncenim. Opét mize byt dulezita primérna dobu obratky i maximalni doba obratky.

Pokud nas zajima mnozstvi prace, kterou miize vypocetni systém zastat, byva méfenym atributem a mirou:

- Propustnost [Throughput], definovany jako pocet tloh, které systém v daném Casovém intervalu dokonci. Lepsi
obrazek ovsem da tak zvany ,,vaZzeny pocet“, kdy kazdou dokoncenou tlohu hodnotime potfebnym poctem jednotek
podle jeji obtiznosti, respektive dilezitosti. Tento atribut se hodi spiSe pro charakteristiku systémového prostiedi
(ti¢innosti hardwaru a systémového softwaru — operacniho systému a jeho nastaveb) nez pro hodnoceni uzivatelského
softwaru a jim uzivanych algoritmti. Byva sledovana priimétrna hodnota za dlouha obdobi.
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Ve vSech téchto pripadech je ziejmé, Ze sledovana doba i pocet iloh nezavisi pouze na algoritmu, ale velmi vyrazné

i na rozsahu dat, s kterymi algoritmus pracuje. Jde bud’ o vstupni data tlohy nebo o rozsah datové zakladny s kterou

program pracuje, ptipadné o oboje.

Tomuto udaji budeme fikat rozmér vstupu [imput size, imput volume]. Byva charakterizovan pfirozenym Cislem.

Casovou slozitost nelze tedy korektné méfit zakladni méfenim, kde hodnotou miry je &islo. Casovou sloZitost lze méFit

pouze zobecnénym méi'enim, kde mirou sloZitosti je funkce, ktera rozméru vstupu prirazuje Cas, respektive pocet

operaci potiebnych pro provedni vypoctu.

Totéz plati pro miry prostorové slozitosti. Zde opét neni mirou Cislo ale funkce, ktera pfirazuje rozméru vstupu

rozmér paméti nezbytné pro realizaci vypoctu.

U obou téchto funkci se zajimame predevSim o jejich rst v zavislosti na rGstu rozméru vstupu. Tedy o tak zvané

asymptotické chovani této funkce pfi neomezeném ristu rozméru vstupu.

Toto chovani posuzujeme porovnanim s chovanim bézné znamych funkci o jejichz ristu mame urcitou predstavu.

Odhady vypocetni sloZitosti. Symboly O, 0 a ®

Pro odhady funkce f funkci g v intervalu (0, «) zavedeme tyto definice:

Necht' f a g jsou funkce definované na mnozin¢ pfirozenych ¢isel N do mnoziny pfirozenych ¢isel N nebo funkce

definované na mnoziné kladnych realnych &isel R s hodnotami rovnéz v R*. Rekneme, Ze:

- e O(g) (¢teme: ’f je ve velkém O g7, nebo mené presné zkracend ”f je velke O g”) prave kdyz3k e NIn EN:Vn
>n,: f(n) <k - g(n);

- feo(g) (Cteme: ”f je v malém o g”, nebo méné piesné zkracené ”f je malé o g”) pravé kdyz3k € NIn EN:Vn>
n : f(n) <k - g(n);

- f e 0O(g) (¢teme: "f je v theta g”, nebo méné piesné zkracené f je theta g”) pravé kdyz je soucasné f € O(g) a g €
o).

Nézorné feceno:

- f€ O(g) oznacuje ze funkce f asymptoticky roste nejvyse tak rychle jako funkce g.

- f € o(g) oznacyje, ze funkce f asymptoticky roste pomaleji nez funkce g.

- f € 0(g) oznacuje, ze asymptoticky riist funkci f a g je srovnatelny
Podminku “3 n € N: V n>n :"lze vyjadiit jako ,,pro skoro vSechna n* to znamena ,,pro vSechny hodnoty n s vyjimkou

kone¢n¢€ mnoha n*.

Neékdy se miizeme setkat i se zapisem ,, f = O(g)” misto f € O(g), se zdpisem f = o(g) misto f € o(g) a se zapisem f = O(g)
misto f € O(g). Tyto zapisy se bézn¢ uzivaji, nejsou vsak zcela korektni, protoze na levé stran¢ rovnosti jsou funkce a na
pravé mnoziny funkci danych vlastnosti. Je totiz O(g) = {ff Ik ENIngEN:Vn>ny: f(n) <k - g(n)}

Analogicky pro o(g) a ©(g).

Nékdy se pro odhad asymptotického rastu funkci uzivaji i symboly: Q (a také o) pro odhady zdola. Zde nebyva vyznam
vzdy jednotny. Nékteti autofi uzivaji definici:

- feQ(g)pravekdyzIk e NIn EN:Vn>n :f(n)=k- gn).

Jini autofi

- € Q(g) prave kdyz neplati f € o(g), tedy pravékdyz3k € NVn € NIn>n : f(n) >k - g(n).

Uziti symboli Q a o vSak neni nezbytné. Se symboly O, o a ® vystacime.

Ziejmé je f € O(g) pravé kdyZzI cE NI ngE N:Vn>ng: l/c - g(n) <f(n) <k - g(n).

Jasné jsou i mnozinové inkluze, napiiklad: ®(g) € O(g) a o(g) < O(g) pro kazdou funkci g.

Dale ziejmé plati: (f; € O(g)) A £, € O(gy)) = f1+ f, € O(max(g; + &) a (f1 € BO(g) A HE B(g) = - £, € O(g; - 2).
Obdobné pro O a o.

Dale plati:

Jestlize lim,_,. f(n) / g(n) = 0, potom f € o(g).

Jestlize lim, ., f(n) / g(n) = ¢ # 0, potom f €EO(g).

Jestlize lim,_,., f(n) / g(n) = +oo, potom g € o(f).

Definici symbold O, 0 a ® viak v plném rozsahu nelze nahradit limitami, protoZe tyto limity nemusi existovat.

Typické ti'idy vypocetni sloZitosti

Pro porovnani funkce Casové, respektive prostorové, slozitosti se znamymi funkcemi se nejCastéji uzivaji tyto tiidy
slozitosti:

®(1) — rist nezalezi na rozméru vstupu

® (log n) — logaritmicky rtst (zaklad logaritmu neni podstatny — pro¢?)

® (n) — linearni rist (slozitost je pfimo tumérnd rozméru dat)

O (n - log n) — tento rust dosahuji ,,chytré* algoritmy fazeni (,,tfidéni*)

O (n%) — kvadraticky rast, dosahuji jednoduché algoritmy fazeni

O(n’) — kubicky rast typicky pro nékteré operace s maticemi a algoritmy feseni soustav linearnich rovnic

© (n") pro n&jaké prirozené &islo k € N — polynomialni rist
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® (k"), k> 1 — exponencidlni rast k > 1 ( nejéast&ji k = 2, tedy O(2"))

® (n!) — faktorialni rist.

Samoziejmé, pokud je soucasti algoritmu vstup dat, je minimalni mozna Casova slozitost algoritmu ®(n). Pokud nas vSak
zajima pouze ¢asova slozitost né¢jakého kroku algoritmu (naptiklad pro odhad doby odezvy pro kterou hraje podstatnou
roli vyhledani zaznamu podle kli¢e v souboru s ptimym piistupem, ktery je podle kli¢e uspotadan), mize byt slozitost
nizsi. (V uvaZzovaném ptipadé vybéru ze setfidénych ptimo ptistupnych dat ®(log n)).

Minimalni prostorova slozitost u algoritmu, které vyzaduji mit v paméti soucasné cely vstup je samoziejmé ®(n).

Pro analyzu vypocetni slozitosti algoritmi je dilezita otazka co je vhodnou mirou pro rozmér vstupu?

Uvazme piipad béZzn€¢ znamého algoritmu pro vypocet feSeni soustavy n linearnich rovnic pro n nezndmych eliminacni
metodou. Pro vylouceni jedné nezndmé je tieba Uipravami rozsifené matice soustavy rovnic ziskat nuly do vSech (n - 1)
polozek prislusného sloupce s vyjimkou jediného fadku. Poté l1ze proménnou vyloucit. Toho lze dosahnout odectenim
urc¢itého nasobku fadku z kterého proménnou vylu¢ujeme ode vsech (n - 1) zbyvajicich fadkt. Odecteni vektoru o (n + 1)
slozkéach predstavuje vzdy O(n) operaci. Z nazna¢ené uvahy (kterou je mozné upfesnit) vyplyva, ze pocet potiebnych
aritmetickych operaci (a snadno nahlédneme, Ze i viech operaci) je f(n) € ©(n’), kde n je podet rovnic a neznamych
feSené soustavy. Vstupni data pro algoritmus vSak kromé zadani fadu soustavy n predstavuji zadat matici soustavy a
pravé strany rovnic, tedy n - (n + 1) realnych cisel. Jaka je tedy slozitost algoritmu?

O(n’) nebo O(n*?)?

Zda se, zZe korektni je druhd moznost. Piesto se Castéji uziva prva. Vzdy je tedy nutné si ovéfit jak je méfen rozmér vstupu
algoritmu.

Dalsi skutecnost, na kterou je tfeba brat zietel, je ta, Ze operace, které bereme v tvahu, maji argumenty omezené. Pokud
jde o praci s Cisly, zpracovavaji vzdy pouze hodnoty daného rozsahu. Pokud ma algoritmus pracovat s ,,libovolné velkymi
Cisly*, je tieba operace interpretovat pomoci operaci, které jsou k dispozici. Pocet strojovych instrukci potfebnych na
jednu aritmetickou operaci s libovolné velkym c¢islem je pak umérny poctu bith potiebnych k representaci tohoto cisla,
tedy logaritmu velikosti tohoto ¢isla. To je tfeba brat v uvahu napiiklad pii zkoumani, zda je libovoln¢ velké Cislo
prvodislem, respektive pii pokusu rozkladu libovolng velkych pfirozenych &isel na soudin. Casova sloZitost takovychto
algoritmi je dilezitou otazkou pii zkoumani nékterych diilezitych Sifrovacich algoritmd.

Rust funkci uZivajicich pro asymptotické chovani je uveden v nasledujici tabulce. Radky piedstavuji rozmér vstupu.

Sloupce typické funkce. Hodnoty v tabulce udavaji ¢as pii rychlosti 10 us pro jeden krok.
2 3 7

log;n n N-log,n |n n n 2" n!
2 10us 20us 20us 40us 80us 160ps 40us 20us
5 23,1ps 50us 116ps 250us 1,25ms 6,25ms 320ps 1,2ms
10 33,2pus 100us 332us Ims 10ms 100ms 10,2 ms 1,17s
15 39,1us 150us 587us 2,25ms 33,8ms 507ms 328ms 15,1 days
20 432us | 200us 864us 4ms 80ms 1,6s 10,5s 771000 years
25 46,4us | 250us 1,16ms 6,25ms 156ms 3,91s 5,59min o0
30 19,1ps 300us 5,73ms 9ms 270ms 37,5s 2,98h o
50 56,4us 500pus 28,2ms 25ms 1,25s 1,04min 357years o0
100 | 66,4us Ims 6,64ms 100ms 10s 16,7min | o 0
200 | 76,4us | 2ms 15,3ms 400ms 1,34min | 4,47h o0 0
500 89,4us Sms 44 4ms 2,5s 4,17min 13,9h 00 00

Nasledujici tabulka je jeSt¢ vymluvnéjsi. Zachycuje se mozné rozsifeni rozméru vstupu v piipad€, ze algoritmus je
zpracovavan na rychlejSim stroji. Sloupce udavaji kolikrat je nové zpracovani rychlejsi nez ptivodni. Radky odpovidaji
ttidam slozitosti. Pfedpoklada se, Zze ptivodni ptipustny rozsah ulohy (na ,,starém* pocitaci) odpovida rozméru vstupu 100.

V tabulce je novy ptipustny rozsah (omezeni na ,,novém, rychlej§im" pocitaci).

Dopliime pro ilustraci jesté grafické znazornéni ristu funkei nejcastéji pouzivanych pro stanoveni tfid slozitosti.

Pivodni | 2-krat | 5-krat | 10-krat | 100-krat | 1000-krat
O(n) 100 200 500 1 000 10 000 100 000
O(n’) 100 141 223 316 1 000 3162
O(n’) 100 125 170 215 464 1 000
02" 100 101 102 103 107 110
O(n!) 100 100 101 101 101 101

Pfipomenime, ze graf ma logaritmické métitko na ose y, kterd udava cas.

52



Funkce slozitosti

10000000
nl

1000000 /

100000 //
10000 e
/./// n*
1000 / —
_-—-"‘-_
|".|E
100 ___.:—'.—
_ -
///‘r/ al
n i

" / x e "
e o -

T La———

' ' __'__.—
1 a2 4 5 6 7T B 9 10

fin) - logaritmicke méritko

0.1

n

Z obou tabulek i z grafu je ziejmé, Ze mezi polynomiélni sloZitosti (O(n*) pro n&jaké k € N ) a exponencialni
slozitosti je propastny rozdil. Pro vysoké k miize byt riist O(n*) nepiijemny, nicméné o uZiti takového algoritmu na
vysoce rychlych strojich 1ze uvazovat. Pro algoritmy s exponencialnim nebo faktorialnim ristem casové slozitosti
vSak zrychleni vykonu nic nezachrani. Tedy algoritmy s exponencidlni nebo jesté vyssi ¢asovou slozZitosti jsou
pro netrivialni rozmér vstupu prakticky nepouzitelné.

Je tieba jeste pfipomenout, Ze Casova sloZitost nefika nic o Casu, ktery je potieba pro vyfeSeni tlohy pro konkrétni
vstup pomérn¢ malého rozsahu. Postihuje pouze trend ristu pro velké objemy dat. Potfebny ¢as pro vypocet v
realném piipade¢ je ddn odhadem f(n) <k - g(n), ktery zavisi nejen na hodnoté funkce g, ale téZ na konstanté k. Mtze
se stat, ze ,,hors$i“ (z hlediska rtistu funkce g) algoritmus dé pro relativné maly rozmeér vstupu vysledek v kratSim
ase (diky niz§i hodnoté konstanty k). Tak napiiklad algoritmus quicksort ma pesimistickou slozitost @(n?), pro
,,malé“ ﬁlohy vSak zpravidla pracuje rychleji neZ algoritmus tfidéni haldou heapsort, ktery ma garantovanu
Analyza slozZitosti konkrétnich algorltmu

U konkrétnich algoritmtl je stanoveni poCtu vSech operaci, které je tfeba provést velmi pracné. Proto se zpravidla
zapocitavaji pouze vybrané typy operaci. Naptiklad

© U numerickych algoritmti pouze aritmetické operace (+, -, *, /).

@ U operaci fazeni dat pouze operace porovnavani hodnot.

Tento postup je korektni, pokud je splnéna nasledujici podminka:

Existuje ptirozené Cislo K, takové, Ze pokud oznac¢ime C_SELECTED pocet provedeni vSech operaci z vybrané
mnoziny a C_ALL je pocet provedeni vSech operaci algoritmu, plati: C ALL <K - C_ SELECTED.

Tento piedpoklad byva splnén.

Dale je tieba vzit v ivahu omezeni na délku operand.

Pokud takové omezeni neni z povahy algoritmu apriori ddno, je tieba kazdou operaci pocitat s vahou, ktera je
umeérna souctu délek operandii, nebo realnéji souctu logaritmu téchto délek.

Tak naptiklad jednoduchy algoritmus pro testovani zda piirozené Cislo N je ¢i neni prvocislem vyzaduje postupné
testovat délitelnost &isly od 2 do VN. Jeho ¢asova slozitost v zavislosti na N neni viak @(\VN), protoze zadny pogitad
nemuze mit ve svém kdodu operaci celoCiselného déleni libovolné velikym ¢islem.

Ptiklady analyzy casové sloZitosti nékterych vybranych algoritmt budou nasim dalSim tématem.
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10. TRIDY VYPOCETNI SLOZITOSTI

Toto téma navazuje na teoreticky vyklad vypocetni sloZzitosti algoritmil. Pfesna matematickd odvozeni vysledki by bylo
potieba provadét uzitim matematickych modelti vypoctu, tiidy Turingova stroje nebo stroje RASP pro program s piimym
pristupem k paméti.

Rozmér vstupu [size of input] pfi tomto rigoréznim piistupu by byl pocet mist na pracovni pasce Turingova stroje v jeho
zékladni konfiguraci, popsanych jingmi znaky nez mezerami b, u stroje RASP pak poctem cisel omezené velikosti na
vstupu ulohy. Pokud by algoritmus mél pracovat s daty, jejichZ rozsah neni apriorné omezen, museli bychom tato data pro
Turingtiv stroj kédovat v pevné dané konecné abecedé, v piipad¢ Cisel zpracovavanych strojem RASP pak v né&jaké
(nejspiSe binarni) Ciselné soustave. To by vedlo k potiebé log,(x + 1) + 1 pamétovych mist pro jeden vstup, ktery mtze
nabyvat nejvyse x riznych hodnot. Pro algoritmus zpracovavajici cela Cisla bez omezeni délky pfispiva tedy jedno Cislo x
na rozsah vstupu hodnotou logy(|x| + 1) + 1.

Prostorovou slozZitost algoritmu budeme hodnotit stejné jako rozsah vstupnich dat s tim rozdilem, ze budeme brat v
uvahu maximalni pocet polozek pasky Turingova stroje na kterych se kdykoliv v pribéhu vypoctu vyskytnou nemezerové
znaky. U modelu RASP pak opét maximalni pocet pamétovych mist, kterd budou kdykoliv v pribéhu vypoctu pouzivana.
Casovou sloZitost pak budeme hodnotit podle po¢tu kroki, které provede Turingtv stroj od zaatku prace do svého
zastaveni. U modelu RASP pak jako pocet operaci, které¢ se provedou do okamziku, kdy vypocet narazi na instrukci
HALT, pti cemz ov§em kazda instrukce bude zapocitavana s vahou imérnou souctu rozmeért v§ech svych operandu.
Algoritmus povazujeme za prostfedek k feSeni problému na n€kterém z téchto modelti vypoctu.

Vypocetni problém chapeme jako uspotadanou trojici (IN, OUT, P), kde vstup IN je mnoZina konecnych posloupnosti
nad danou abecedou (slov) splitujicich danou podminku C IN, vystup OUT je mnozina posloupnosti nad néjakou (touz
nebo jinou nez je abeceda pro IN) abecedou, reprezentujici vystup. Relace P € IN x OUT je podminka, ktera vstuptim
pfifazuje ,,povolené - spravné“ vystupy. Pokud ma byt pro dany vstup vystup definovan jednoznacné, je relace P funkci
na mnozin¢ IN, kterd kazdému povolenému vstupu piifazuje jediny vystup, feSeni problému, které splituje podminku
P(IN, OUT). Miizeme pak psat p(X) =Y & (VX: Xe IN = P(X, Y)).

Specialni typ vypocetniho problému je rozhodovaci problém (problém ANO / NE) . V ném je mnozina OUT
dvouprvkovou mnozinou booleovskych pravdivostnich hodnot OUT = {TRUE, FALSE}.

Casova sloZitost problému je pak definovéna takto:

Rekneme, Ze problém (IN, OUT, P) patii do tfidy slozitosti T(f(n)), kde f je funkce N — N (N je mnoZina viech
prirozenych cisel), ktery mize byt vyfesen néjakym Turingovym strojem nebo strojem RASP v ¢ase O(f(n)) pro
v§echny pfipustné vstupy o rozméru n z IN. Analogicky problém (IN, OUT, P) je prostorové slozitosti S(f(n)), je-li
mozné jej vyfesit néjakym Turingovym strojem nebo strojem typu RASP pro vSechny piipustné vstupy o rozméru n s
prostorovymi naroky O(f(n)).

Ttidy Casové a prostorové slozitosti tedy predstavuji vzdy pouze horni odhady sloZitosti a to slozitosti v pesimistickém
pripadé. Tykaji se problému, nikoliv konkrétniho algoritmu. Dokazat, ze problém patti do tfidy slozitosti O(f(n))
znamena najit aspon jeden algoritmus jeho feSeni, realizovatelny Turingovym strojem nebo strojem RASP, pfislusné
(Casové nebo prostorové) slozitosti O(f(n)). Prokazat, ze problém do tfidy slozitosti T(f(n)), respektive S(f(n)) nepatii
znamend dokazat, Zze Zadny takovy algoritmus s takovym hornim odhadem pesimistické slozitosti pro Turingliv stroj nebo
stroj RASP existovat nemtize. To znamena nalézt dolni odhad pesimistické slozitosti pro vSechny algoritmy feSici dany
problém. To mize byt nesnadny tikol. Casto takovy algoritmus pies velké usili nezname. To vSak jesté zdaleka neni
dikazem jeho neexistence.

Ttidy slozitosti pon¢kud zavisi na volbé modelu vypoc¢tu. Nemusi byt totozné pro Turingovy stroje a stroje RASP.
Turingovy stroje pracuji vzhledem k sekvencnimu pfistupu k policklim na pasce u nékterych algoritmil ,,pomaleji*“. Pro
posuzovani, zda je algoritmus z hlediska slozitosti akceptovatelny ¢i nikoliv vSak tento rozdil neni pfili$ podstatny.

Zatim jsme uvazovali deterministické Turingovy stroje. Nedeterministické Turingovy stroje maji sice v principu tutéz
rozhodovaci a rozpoznavaci schopnost vzhledem k formalnim jazykim (oba modely rozpoznavaji kazdy jazyk
generovany gramatikou typu 0), mize zde byt vSak byt podstatny rozdil pokud jde o potfebny pocet kroki stroje.

Tridy nedeterministické slozitosti

Nedeterministicky Turingiv stroj fesi rozhodovaci problém (ANO / NE) jestlize pro vSechny pfipustné vstupy z
mnoziny IN existuje aspon jedna posloupnost po sob¢ nasledujicich konfiguraci tohoto stroje, takova, ze se Turingtv stroj
po precteni celého vstupu zastavi v zavislosti na stavu v kterém se zastavi odpovéd’ ANO / NE.

Jestlize existuje néjaky nedeterministicky Turingiiv stroj, ktery fesi rozhodovaci problém pro vSechny pfipustné
vstupy z mnoziny IN o rozméru n za O(f(n)) krokl (pfi vhodné volbé posloupnosti svych po sob& bezprostiedne
nasledujicich konfiguraci), potom fikdme, ze tento rozhodovaci problém patii do tfidy nedeterministické casové
slozitosti NT(f(n)) .

Tridy nedeterministické prostorovou slozitosti 1ze definovat obdobné.

Nazorn€ si mizeme situaci ptiblizit takto:

Ttidy (deterministické) Casové a prostorové slozitosti T(f(n)) a S(f(n)) pfedstavuji horni odhady sloZitosti nalezeni feseni
problémtl ,,bez napoveédi“. Tedy €as a prostor pro nalezeni neznamého feseni problémd.
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Ttidy nedeterministické Casové a prostorové slozitosti NT(f(n)) a NS(f(n)) predstavuji horni odhady sloZzitosti ovéieni,
zda nalezené feseni skute¢n¢ fesenim je. Tedy tiidy slozitosti ,,zkousky“ spravnosti feseni, které jiz zname.

Je ziejmé, Ze problémy, které maji neakceptovatelnou NT nebo NS sloZitost nejsou pro praxi prili§ zajimavé. Nemizeme-
li je v prakticky realizovatelné dob¢ zkontrolovat nebo nestaci-li nam misto na jejich zéapis, nebudeme je asi ani v Zivoté k
ni¢emu potfebovat. Z nich nas tedy ,,hlava bolet nemusi®.

U problému, které maji pfijatelnou NT i NS slozitost mizeme feSeni na pfijatelném rozsahu muizeme zapsat i
zkontrolovat. MiZzeme je tedy vyuzit. U fady dalezitych problémil tohoto typu vSak nezname algoritmus feSeni, ktery by
pattil do piijatelné t¥idy Gasové nebo prostorové deterministické sloZitosti. Reseni tedy neumime pfi netrividlnim rozméru
vstupu nalézt.

P-tézké, NP-tézké a NP-uplné problémy

V neformalnich uvahach o Casové slozitosti jsme ukazali, Ze je propastny rozdil mezi pfipadem, kdy lze sloZitost
odhadnout shora néjakou mocninou (nebo mnohoc¢lenem) rozméru vstupu a ptipadem, kdy tomu tak nelze a kdy Cas roste
rychleji nez libovolny polynom, napiiklad exponencialné.

Jako horni hranice pro algoritmus, aby jej bylo mozné pokladat (byt nékdy s vyhradami) za ,,rozumné pouzitelny* pro
netrivialni rozmér vstupu se zpravidla bere omezeni ¢asu i prostoru néjakou mocninou rozméru vstupu. Tedy omezeni na

0
mnozinu U O(n k )
k=0 '

To vede také na rozd€leni problémt na problémy fesitelné v polynomialnim ¢ase a v polynomialnim prostoru. Tyto tfidy
problémtl jsou definovany takto.

Polynomialné€ Casov¢ t€zké nebo je Casové P-té€zké problémy jsou problémy tiidy P, . = U T (nk )
k=0

Ttida P je tataz, nezavisle na tom zda algoritmus modelujeme na Turingové stroji nebo na stroji RASP. Lze totiz
ukazat, ze pro kazdy stroj MR typu RASP existuje Turingliv stroj MT , ktery pfi stejnych podminkach na IN a mezi IN a
OUT realizuje vypocet tak, ze plati pro n&jakou ,,malou konstantu ¢ vztah Tyr(n) < (Ty(n))". TotéZ plati i naopak pro
realizaci vypoctu stroje RASP na Turingové stroji.

Problémy, které do této tfidy nepatii je tfeba povazovat za “prakticky nefesitelné”.

Samoziejmé problém ¢asové slozitosti n'”"” je podle této klasifikace také P-t&7ky, ale fedeni algoritmem sloZitosti
0(n'"?) bychom se nejspise nedockali. Obvykle vsak u takovychto problémi lze nalézt polynomidlni algoritmus

omezeny niz§i mocninou n (zpravidla sta¢i n < 6).

Podobné¢ Ize problémy klasifikovat z hlediska nedeterministické ¢asové slozitosti. Ttida NP, = U NT (nk )
k=0

Zahrnuje vSechny problémy, které Ize nedeterministicky feSit (znamé feSeni zkontrolovat) pomoci né&jakého
nedeterministického stroje v kone¢ném ¢ase. Témto problémutim se fika ¢asové NP-téZké problémy.

Je tfeba upozornit na to, Ze pismenko ,,N“ v tomto kontextu nelze €ist jako ,,not*. Znamena nedeterministicky. Kazdy
P-tézky problém je samoziejme i NP-tézky. Neni znamo zda existuji problémy, které jsou NP-tézké, ale nejsou P-t¢zké.
Soudi se ze ano, dikaz vSak podan nebyl. Ttida NOT Pryz by oznacovala tfidu problémd, o kterych je znamo, ze v
polynomialnim case je fesit nelze. Pokud tyto problémy nepatii zaroven do tfidy NPrye, nejsou prilis zajimavé.

Zcela analogicky lze definovat tiidy pro prostorovou slozitost: P, .. = U T(nk ) a NPgp,cp = U NT (nk)
k=0 k=0

Tridy NPriE, Pspacea NPspscrtaké nezavisi na volbé modelu vypoctu (Turinglv stroj nebo stroj RASP).

Pokud se hovoii o tiidach P a NP nebo o P-tézkych a NP-tézkych problémech, bez uvedeni zda jde o ¢asovou nebo
prostorovou slozitost, minime tim zpravidla slozitost ¢asovou. Ta totiz byva pro praktické aplikace kritict€jsi nez
prostorova.

Obecné¢ plat, ze pokud lze problém fesit nedeterministickym Turingonrzr; strojem s prostorovou slozitosti O(n"), Ize jej

fesit 1 deterministickym Turingovym strojem s prostorovou slozitosti O(n ). Tedy Pspsce= NPspack.

Pro Casovou sloZitost se viak nic podobneho dokazat nepodafilo. Samoziejmé plati, ze P~ < P, ..

Mame tedy Prme € NPrive © Pspace= NPspace.
Prva inkluze Prye < Prye predstavuje vazny problém teorie vypoctl. Pies velké a dlouhodobé soustfedéni fady

vynikajicich védct na otazku zda je tato inkluze ostra nebo nikoliv dodnes nezname odpovéd’ na otazku zda plati Pryye =
NPryenebo Prpye= NPy ?

Je znamo mnoho prakticky dilezitych problémut tfidy NP, pro které nezname zadny algoritmus, ktery by je fesil v
polynomialnim ¢ase. Dikaz, Ze takovy algoritmus neexistuje vSak podan nebyl. Nevime zda neexistuje nebo zda jsme jej
dosud nenalezli. Vétsina védct z této oblasti vSak jiz ztratila nad€je, Ze takovy algoritmus bude objeven. Nekteré takové
problémy uvedeme v dal$im odstavci.

Zajimavy vysledek pfedstavuje nalezeni tak zvanych NP-uplnych problémii. Tyto problémy patii do tfidy NP-tézkych
problémtl, pro které polynomidlni deterministicky algoritmus feSeni znam neni. Maji navic tu vlastnost, ze kdybychom
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asponi pro jediny z téchto probléma polynomialni algoritmus objevili, dovedli bychom v polynomialnim c¢ase feSit
vSechny NP-t¢zké problémy a dokazali tak rovnost Pryz= NPrye . Proto jsou problémy této tiidy tak zajimavé.

Rekneme, Ze problém P lze pievést v polynomidlnim ¢ase na problém Q a budeme to zapisovat P € Q, jestliZe existuje
Turingiv stroj s polynomidlni Casovou slozitosti, ktery transformuje kazdy ptipustny vstup u pro problém P na jim
generovany vystup v, ktery je vstupem pro problém Q tak, Zze Turingliv stroj odpovida ANO / NE na vstup v problému Q
tehdy a jenom tehdy, kdyz odpovida ANO / NE na vstup u problému P a odpovéd’ je stejna.

Ziejme je:

(P 4Q) A (Q4R)= (P 4R);
PAQYAQeP,,)=>PeP

PAQA(QeNP,,)=>(PeNP )
Problém P se nazyva NP-uplny, je-li NP-té€Zky a pro v§echny NP-té7ké problémy Q plati, Ze Q « P.
Ziejmé jestlize je P NP-t&zky problém a Q « P pro n&jaky NP-uplny problém Q, potom je také P NP-uplny problém. NP-

vvvvvv

TIME);

polynomialnim ¢ase, bylo by NPre= Prye a vEédEli bychom si rady se vSemi problémy, které dosud vzdoruji. Nanestésti
se zda, Ze moc nadéje takové feSeni nalézt neni.

Na druhé stran¢, feSeni nékterého z NP-uplnych problému a tedy dikaz, ze Prye = NPrye by znamenalo velmi vazné
ohrozeni bezpecnosti dat. Problém deSifrovani dat zaSifrovanych pomoci asymetrickych Sifer a problém prolomeni
elektronického podpisu jsou totiz NP-t€zké problémy.

V dalsim odstavci uvedeme nékteré NP-iplné problémy.

Nékteré priklady NP-uplnych problémi

Nejcastéji citovanym NP-uplnym problémem je problém splnitelnosti booleovské formule [SAT-problem]. Pro formuli
zapsanou v konjunktivn¢ disjunktivni normalni A", v P ;- kde p;;jsou literaly (logické proménné nebo jejich negace)

jde o to zjistit, zda existuje néjaké pravdivostni ohodnoceni TRUE / FALSE vSech proménnych ve formuli, tak, aby
vysledna pravdivostni hodnota formule byla TRUE, ¢i nikoliv. Pro splnitelnost disjunktivné konjunktivni normalni formy
je formulace analogicka. Pravé tak problémy zda je dana formule tautologii nebo kontradikei.

Tento problém je zfejmé NP-tézky. Pokud takové ohodnoceni existuje a nékdo nam jej ,,chytfe poradi®, mizeme v
linearnim Case provétit, Ze opravdu dostaneme jako vysledek logickych operaci hodnotu TRUE.

Turingliv stroj lze v polynomialnim Case sestrojit booleovskou formuli, ktera je splnéna tehdy a jenom tehdy, pokud se
posloupnost konfiguraci tohoto stroje zastavi v koncovém stavu.

Je zajimavé, Ze pokud bychom se v definici SAT problému omezili jen na formule s nejvyse dvéma literaly v kazdé
klausuli (disjunkci), byl by jiz tento tak zvany 2-SAT problém feSitelny v polynomialnim Case. Pfi omezeni na nejvyse 3
literaly pfislusny 3-SAT problém je jiz NP-uplny.

Pro teSeni problému splnitelnosti booleovské formule nezname rychlejsi algoritmus nez je algoritmus postupného
provéfovani viech 2™ moznosti pravdivostnich ohodnoceni TRUE / FALSE vsech booleovskych proménnych ve formuli.
Tento algoritmus ma ov§em exponencialni slozitost 6(2").

NP-tplné jsou i nasledujici dva znamé problémy teorie graft:

Problém tplného podgrafu: Je dan neorientovany graf bez smycek G = (V, E) a pfirozené ¢islo k.

Rozhodovaci ANO / NE problém je: Existuje v grafu G plny podgraf G’ = (V’, E’) (takovy, ze kazdé dva uzly tohoto
podgraf jsou spojeny hranou) o k uzlech ¢i nikoliv?

Varianta tohoto problému je tak zvany problém maximalniho Gplného podgrafu (kliky) [clique]: Naleznéte maximalni
pocet uzld v grafu tak, aby z kazdého vedla hrana do kazdého dalsiho vrcholu!

Problém nezavislé mnoZiny vrcholi v grafu: Je dan neorientovany graf bez smycéek G = (V, E) a ptirozené ¢islo k.
Rozhodovaci ANO / NE problém je: Existuje podmnozina mnoziny uzli grafu o k uzlech takova, ze zadny uzel z této
mnoziny neni spojen hranou grafu s Zadnym jinym?

Variantou je samoziejme urcit pro dany graf maximalni mozny pocet ,,nezavislych* uzla.

Ukazeme zZe kazdy z dosud uvedenych tii problému Ize transformovat v polynomidlnim ¢ase na kterykoliv jiny ze tfi.
Protoze o SAT problému jsme uvedli, ze je NP-uplny, ukazeme tim, Ze i oba grafové problémy jsou NP-uplné.
Transformace mezi obéma grafovymi problémy je snadnd. Staci nahradit dany graf G = (V, E) dudlnim grafem G = (V,
E*) v kterém jsou dva uzly spojeny hranou tehdy a jenom tehdy, kdyz v pivodnim grafu spojeny hranou nebyly. K tomu
staci polozit E* = V, + E, kde V;je mnozina vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. To, co byl v jednom grafu
uplny podgraf (klika) je v druhém nezavisla mnozina uzld a to, co byla v jednom grafu nezavisla mnozina uzld, je v
druhém klika. Transformace je ziejmé proveditelnd v linearnim Case vzhledem k poctu hran a tedy v Case nejvyse
kvadratickém vzhledem k poctu uzli v grafu.

Transformace na problém SAT a naopak transformace SAT na jeden z obou grafovych problémi vyzaduje trochu
slozit&jsi vahu:
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Necht’ F je booleovska formule délky n zapsana v konjunktivné disjunktivni normalni formeé. Jako konjunkce disjunkci
literald A" v x; ;- Sestrojme graf tak, Ze jeho uzly vi; budou odpovidat i-tému vyskytu logické proménne v j-té

disjunkci. Uzel v;; spojime hranou s uzlem v, , tehdy a jenom tehdy, kdyz bude i # j a proménné x;; a x,,, ve formuli F
nebudou opacné, to je kdyZz x;; # NOT x,,,. Hrany tedy representuji dvojice literali v riznych klausulich, které nejsou
opacné a které tedy mohou nabyt hodnotu TRUE soucasné. Formule F je splnitelna pravé tehdy a jenom tehdy, kdyz
takto sestrojeny graf G ma tplny podgraf o k uzlech, kde k je pocet konjunkei ve formuli F. Je tomu tak proto, ze graf o k
uzlech musi obsahovat pravé jeden uzel pro kazdou elementarni disjunkci a zadné dvé proménné v dané formuli, které
odpovidaji uzliim Gplného podgraf nemohou byt navzajem komplementarni.

Na nasledujicim obrazku je nakreslen graf pro booleovskou formuli

F=@,vy)A@,voy)Aaly,vy)

Skute¢né formule je splnitelna pro volby y; = y,=y;= TRUE a y, = y,=y;= FALSE.

Dale uvedeme jen vycet nckterych dalSich NP-uplnych problémi. Tento vycet neni zdaleka vycerpavajici. Jsou jich

znamy stovky.

Problémy nebudou formulovany detailn€. Pti detailnich formulacich mtze mit tyz problém fadu variant.

Problémy budeme formulovat pro rozhodovaci variantu ANO / NE. VétSinou lze vytvofit 1 varianty, v kterych se ma

vyhledat urcitd hodnota.

- Problém uzlového pokryti grafu: Podmnozina S mnoziny vSech uzlii neorientovaného grafu se nazyva uzlové pokryti
grafu, pokud kazda hrana obsahuje aspon jeden uzel z mnoziny S. Existuje pro dané piirozené Cislo k uzlové pokryti o
k uzlech nebo nikoliv?

- Problém hamiltonovského cyklu v grafu: Je dan orientovany graf. Existuje v grafu uzaviena orientovana cesta, ktera
prochazi kazdym uzlem prave jednou nebo neexistuje?

- Problém okruzni hamiltonovské cesty: Je dan neorientovany graf. Existuje v tomto grafu neuzaviena cesta, na které
lezi kazdy vrchol pravé jednou nebo neexistuje?

- Problém obchodniho cestujiciho: Je ddna mnozina mist. Vzdalenosti mezi libovolnymi dvéma misty jsou dany jako
cela kladna ¢isla. Existuje hamiltonovska cesta takova, Ze soucet vSech vzdalenosti mezi sousednimi misty je nejvyse
roven zadanému kladnému ¢islu nebo neexistuje?

Tii pfedchozi problémy maji varianty, v kterych hledame optimalni cesty a cykly (ty pro které je soucet ohodnoceni hran

minimalni ze v§ech hamiltonovskych cest (cykla).

- Problém tfirozmérného sdruzovani: Necht A, B, C jsou disjunktni konecné mnoziny, a necht je dana mnoZzina
uspotadanych trojic S ¢ A X B X C a q necht’ je dané pfirozené ¢islo. Existuje podmnozina mnoziny S o q prvcich,
takova, ze kazdé dva prvky z této mnoziny se lisi ve vSech tfech soutfadnicich nebo neexistuje?

- Problém spravedlivého rozdélovani: Je ddna mnozina N pfirozenych Cisel. Je mozné tuto mnozinu rozdélit na dve
disjunktni podmnoziny tak, aby soucet ¢isel v obou téchto podmnozinach byl stejny nebo to mozné neni?

- Problém barevného Cisla grafu: Pfitad'me barvy nebo ¢isla kazdému vrcholu daného grafu. Necht k je dané ptirozené
Cislo. Lze graf obarvit k barvami tak, aby kazdé dva vrcholy, které jsou spojeny hranou, byly obarveny jinou barvou
nebo nelze? Pro k > 3 je tento problém NP-uplny. Pro k = 2 je P-tézky.

- Problém nejdelsi spoleéné podposloupnosti: Necht’ u a v jsou dvé posloupnosti symboli nad touz abecedou a k je dané
prirozené c¢islo. Existuje posloupnost délky k, ktera je podposloupnosti posloupnosti u i posloupnosti v nebo
neexistuje?

- Problém ruksaku: Necht je dana mnozina dvojic ¢isel S = {(s;, vi), ... , (Sn, Vn)}. Proménné s oznacuji rozmér
jednotlivych pfedmétli, proménné v jejich cenu. Necht b je celkovy objem, ktery je k dispozici a k necht je

N N
pozadovana celkova cena. Lze vybrat podmnozinu S, tak, aby soucet Zsj <b a zsj > k nebo nelze? Tedy tak,
J=1 j=1
aby se nam do ruksaku vesly pfedméty aspon zadané thrnné hodnoty
- Problém optimalizace programu: Je mozné dany algoritmus realizovat pouze uzitim k pamétovych registrii nebo nelze,
je-li k zadané Cislo (rozsah paméti, ktera je k dispozici)?
- Problém planovani multiprocesorového zpracovani: Je dana kone¢nd mnozina T kladnych ¢isel oznacujicich doby
které jsou zapotfebi pro realizaci danych tloh, dale je dano m procesorti a pevny ¢as d, v kterém maji byt vSechny
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ulohy dokonceny. Existuje rozd€leni tloh mezi m procesorii tak, aby byl dodrzen pozadovany Cas nebo takové
rozdg¢leni neexistuje?

- Problém alokace paméti: Je dan pocet datovych soubort, kazdy daného rozsahu a uréity pocet pamétovych medii,
kazdé dané kapacity. Lze vSechny soubory ulozit na dana media tak, aby kapacita kazdého z nich nebyla piekrocena
nebo nelze?

- Problém planovani tloh: Je dana kone¢na mnozina usporadanych trojic ptirozenych ¢isel {(t;, di, p1), ... , (tn, dx, PN)}-
Proménné t oznacuji doby potiebné na feSeni jednotlivych uloh, d jsou kone¢né Casy v kterych maji byt tlohy
dokonceny a p jsou pokuty, které bude tieba zaplatit, pokud se ulohu v pozadovaném ¢ase ukoncit nepodaii. Lze
naplanovat plnéni tikolt tak, aby celkova pokuta nepiekrocila dané ¢islo b nebo takovy plan neexistuje?

- Problém feSeni kvadratické diofantické rovnice: Jsou dana pfirozena Cisla a, b a c. Existuji pfirozena Cisla x a y tak, ze
a.x +b.y=c nebo neexistuji?

- Problém celocCiselného programovani: Je dana matice celych Cisel A typu (m, n) a celoCiselny sloupcovy vektor
pravych stran o m slozkéach b. Existuje celociselny m-rozmérny vektor x takovy Ze A . x < b nebo neexistuje?

- ... (je jest¢ mnoho dalSich, prakticky dalezitych)...

Mnoho dalSich NP-uplnych problémi souvisi s problémy rozvrhovani. Napiiklad i ve vétsiné exaktnich formulaci je

problém nalezeni Skolniho rozvrhu tak, aby byly splnény pfirozené pozadavky uciteld i studentli v ramci danych

prostorovych kapacit NP-uplny problém.

Ponékud specificky je nasledujici problém:

Problém prvocisel: Pro dané pfirozené Cislo rozhodnout, zda je prvocislem, ¢i nikoliv. Rozmér vstupu (zkoumané

prirozené Cislo) nelze povazovat za jednotkovy, protoze velikost tohoto Cisla neni omezena. Musime rozmér povazovat

pocet bith potiebnych pro jeho vyjadieni. Tedy n = log; k (pfesnéji log, (k + 1) + 1. Jednoduchy (avsak nestrukturovany,
protoZe obsahuje pred¢asny vyskok z cyklu) algoritmus pro provéteni prvociselnosti je:

upper_margin := vk

for i := 2 to uper_margin do if (k mod i = 0) then return NO;

return YES;

V tomto algoritmu se v pesimistickém piipad¢ provadi télo \/; = "% =203 oek — 200 krat. Algoritmus ma tedy

exponencialni &asovou sloZitost. Jsou znamy ,,rychlej§i“ algoritmy, zlep$eni viak neni podstatné. Zadny algoritmus s

polynomialni slozitosti zndm neni. Problém prvociselnosti vSak ,,pravdépodobné” neni NP-uplny (pochopitelné¢ za

pfedpokladu, ze NPTIME * PTIME)- Pokud by se snad ukézalo, 7e NPTIME = PTIME 5 by1 by NP-ﬁpln}'l 1 N-téik}”

Nékteré alternativni postupy pro problémy u kterych nezname polynomialni algoritmus jejich FeSeni

V predchozim odstavci byla uvedena fada problému, pro které neni zndm Zzadny algoritmus polynomidlni Casové

slozitosti. Tedy Zzadny algoritmus, ktery by byl pro vétsi rozmér vstupnich dat realn¢ pouzitelny. Patrné neni nadéje

takovy algoritmus pro NP-uplné problémy nalézt.

Protoze fada z uvedenych problémti ma znacny prakticky vyznam, je dtlezité umét nabidnout n&jaké ,,ndhradni fesend,

jak v dané situaci postupovat. Takovych postupti je fada. Zminime se o nékterych.

Zadny z téchto postupti vSak neni univerzalni. Kazdy ma své vady a omezeni. N&kdy je vhodné i nutné je zkouset

alternativné.

V principu jsou mozné dve cesty jak problém casové slozitosti obejit:

1. Nahradit dany problém jinym problémem, ktery v polynomialnim ¢ase feSit umime a jehoz feSeni ,,neni ptili§ odlisné*
od feseni puvodniho problému, které nas zajima, nebo se od né&j pfili§ nelisi ,,v pievazné veétsiné piipadt“. Tedy
aproximovat feSeni Casove nezvladnutelného problému fesenim problémt, které zvladnout umime a doufat, ze ziskané
feSeni bude hledanému ,,blizko*.

2. Uzit algoritmus pro feSeni piivodniho problému, jehoz pesimisticka ¢asova slozitost sice neni polynomialni, nalézt
vSak takovou jeho modifikaci, pti které k casové netinosné dlouhému vypoctu dochdzi spise vyjimecné a ve ,,vétSine*
pripadl je potfebna doba piijatelna. Doufat, ze k vyjimecné situaci, pokud jde o délku vypoctu, nedojde a vysledek
dostaneme v pfijatelném case.

V obou pripadech pouzivame tak zvana heuristicka pravidla (heuristiky). To jsou pravidla, ktera sice neoplati obecné,

nezarucuji uspéch vzdy, ale pouze ve ,,vétsin€ piipada*.

Zminime se pouze ramcové o dvou skupinach algoritmi, které se pouzivaji. Tento vycet vSak neni zdaleka vycerpavajici.

Algoritmy vétvi a hranic (profezavani stromu)

Typicky postup predstavuje tak zvany princip vétvi a hranic [branch and bound idea], nékdy téz nazyvany princip

prorezavani stromu. Princip spo¢iva v tom, Ze v kazd¢ situaci, kdy musime vysetfit vice moznosti se vénujeme pouze

tém, které jsou z n&jakého divodu perspektivni. Ty, které se jevi jako malo nadéjné pro nalezeni feSeni vynechame

(profezeme).

Typicka aplikace metody vétvi a hranic prvého typu (kdy si nemtizeme byt jisti zda vysledek ziskany v piijatelném Case je

blizko hledanému, je tomu vsak tak ,,obvykle®) byva uzit v programech pro hru Sachy. Zde program nezkouma v§echny

moznosti vyvoje pozic na Sachovnici mnoho tahti dopiedu, ale kazdou pozici hodnoti. Pokud se zda neperspektivni

(naptiklad proto, ze doslo k velkym ztratdm materialu), dale ji nerozviji a zvazuje jen pozice ,,nadéjné“. Tato strategie je
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Gspésna vétdinou. Ne viak vzdy. Sachisté védi, ze nékteré ,,obéti materialu mohou byt vyhodné a vést tieba k matu
soupefe o nekolik tahdl pozdéji. Tak se mlize stat Ze optimalni cesta bude odiiznuta predCasné.

Podobny princip, kombinovany s principem hladovych algoritmtl, vede k tak zvanému gradientnim principu, zvaném
nekdy i princip horolezce [mountin climbing principle]. V fad¢ optimaliza¢nich algoritmli je vhodné volit metodu
postupného ptiblizovani k optimu tak, Ze ptiblizeni volime ,,tim smérem*, kde se sledovana hodnota zlepsuje nejrychleji.
Je to jako kdyZ horolezec chce dosahnout vrcholu hory tak, ze leze tim smérem, kterym je svah nejpiikiejsi. V fade
pripadi to k cili vede. Ne vSak vzdy. Mtze se snadno stat, Ze horolezec, ktery si dal za cil zdolat nejvyssi vrchol pohofti
vyleze do sedla mezi dvéma vrcholy a na zakladé zvoleného principu vyleze na ten niz$i z obou.

Tak 1 gradientni algoritmy Casto naleznou jen lokalni extrém, ne hledany globalni extrém.

Piikladem uziti principu vétvi a hranic druhého typu (kdy je sice zaruceno nalezeni hledaného feSeni pivodniho

problému, ne vSak Cas v kterém bude feSeni ziskano) je nasledujici varianta algoritmu pro problém obchodniho

cestujiciho bez navratu do vychoziho uzlu:

Je dan neorientovany graf G = (V, E). Hamiltonovska cesta je neuzaviena cesta, ktera kazdym vrcholem grafu prochazi

prave jednou. Graf je hranoveé ohodnoceny (naptiklad cenami transportu z jednoho uzlu do druhého). Problém je nalézt

hamiltonovskou cestu s minimalnim souc¢tem ohodnoceni hran.

Jiz sdm problém nalezeni hamiltonovské cesty je NP-uplny. Tim spiSe na§ optimaliza¢ni problém. Uvazujme nasledujici

(neformalné naznaceny algoritmus):

1. Najdeme minimalni kostru G (napiiklad Borivkovym algoritmem). Je-li to cesta, je to minimalni hamiltonovska cesta,
protoze hamiltonovska cesta je kostrou grafu.

2. Neni-li K cesta, je délka minimalni hamiltonovské cesty vétsi nebo rovna souctu ohodnoceni hran v K a K pfitom
obsahuje aspon jeden uzel stupné aspon 3, kde se kostra ,,vétvi (protoze neni cestou). Necht'v je takovy uzel a uzly
Wi, Wa, W3, ... , Wy jsou jeho sousedi.

3. Sestrojme grafy Gy, G, G, ... , G,z piivodniho grafu G po fad¢ vynechanim hran (v, w)), (v, w2), (v, W3) , ... ,(V, Wp), @
pro kazdy z téchto grafii naleznéme po fad¢ jejich minimalni kostry K, Ky, K, ... , K.

4. Pokud je néktera z téchto koster Ky, K5, Kj, ... , K, cestou, mame minimalni dosud nalezenou hamiltonovskou cestu.

Jestlize zadna z koster K;, Ky, K, ... , K, cestou neni, vybereme tu, kterda ma minimalni soucet ohodnoceni a

opakujeme bod 3 algoritmu (vySetfujeme dalsi vétve).

6. Nalezneme-li takto néjakou hamiltonovskou cestu, mohou nastat nasledujici ptipady:

o Ma-li tato hamiltonovska cesta délku mensi nez dosud nalezena nejkratsi hamiltonovska cesta, zapamatujeme si ji
jako dosud nejkratsi nalezenou hamiltonovskou cestu

o0 Jde-li o cestu delsi nez je dosud nalezena nejkratsi hamiltonovska cesta, vyradime ji

o Jde-li o kostru, kterd neni cestou, ale soucet ohodnoceni hran této kostry je niz§i nez délka dosud nalezené
hamiltonovské cesty, opakujeme bod 3 (vySetiujeme dalsi vétve).

o Jde-li o kostru, kterd neni cestou a soucet ohodnoceni hran této kostry je vétsi nez délka dosud nalezené nejkratsi
cesty, vyradime ji, protoze nemiize jiz vést k nalezeni krats$i hamiltonovské cesty.

7. Pokrac¢ujeme tak dlouho, dokud vSechny vétve algoritmu nejsou ukonceny.

Tento algoritmus je v pfevazné vétSiné piipadt mnohem rychlejsi nez je feSeni hrubou silou, tedy testovanim vsech n!

moznych cest. Jeho pesimistickd Casova slozitost vSak polynomialni neni. Existuji grafy, u kterych tento algoritmus

testuje také vSechny permutace. Jsou vSak pomérné ,,vzacné*.

Genetické algoritmy

V posledni dobé¢ je velmi popularni nésledujici tiida tak zvanych genetickych algoritmd.

Genetické algoritmy jsou zaloZzeny na Darwinové evoluc¢nim principu vyvoje populace zivych organizmu pfirozenym

vybérem. V ném se geneticka informace nové generace vytvari kombinovanim (kiizenim) genetické informace uspéSnych

jedincti generace predchozi s pfipusténim urcitych samovolné vznikajicich mutaci.

V informatické formulaci jde o snahu maximalizovat danou funkci zvanou funkce uspésnosti [fitness function], na

mnoziné konecnych fetézct (slov) nad danou abecedou, ktera charakterizuji piislusné entity (individua v populaci). V

biologické analogii témto fetézclim odpovidaji fetézce chromozomil v buice, tvofici genetickou informaci definujici

individuum.

Pro dva fetézce je bindrni operace kiiZeni [crossing] definovdna jako vytvofeni fetézce prevzetim nékterych ¢asti z

jednoho a jinych z druhého kiizeného fetézce. Operace mutace [mutation] je definovana jako nahodna nahrada nékterého

symbolu v fetézci symbolem (chromozomem) dané abecedy.

b
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Genetické algoritmy patii do prvé tiidy klasifikace uvedené na zacatku tohoto odstavce. Nalezeni iFeSeni pavodniho

problému (maxima funkce tispéSnosti) genetické algoritmy negarantuji. ,,Casto” se k nému viak pfiblizuji. Jde spise

0 ,,experimentalni pfistup®.

Hrubé schéma genetickych algoritmi je nasledujici:

Instalace: Ztidime nahodné pocatecni populaci slov — individui POP[0] o rozméru N a ur¢ime hodnoty funkce uspésnosti

f pro vSechny prvky této populace. Nastavime ukazatel pofadového Cisla populace j na hodnotu j := 0.

Hlavni cyklus: Dokud nebudeme spokojeni s maximalni hodnotou funkce f v dané populaci, opakujeme tyto kroky:

1.1 Vybér: Vyber nektera individua z dané populace POP[j] s ,,dobrou* hodnotou funkce Gspés$nosti a pteved je piimo
do nasledujici populace POP[j + 1].

1.2 Kiizeni: Pro vSechny pary ,,dobrych rodica* provedeme ktizeni a ,,déti* zafadime do nové populace POP[j + 1].

1.3 Mutace: Pro n¢ktera vybrand individua dosud zafazend do POP[j + 1] provedeme mutaci a mutované prvky zatadime
do POP[j + 1].

1.4 Hodnoceni: Pro v8echna individua v POP[j + 1] vypoéteme hodnotu funkce tispésnosti f.

1.5 Redukce: V zavislosti na hodnoté funkce tspésnosti zredukujeme populaci POP[j + 1] na rozmér N (netspésni
jedinci se dale nektizi).

Popsané schéma neni deterministické. M4 mnoho stupiii volnosti. Napiiklad vybirat, které hodnoty funkce uspésnosti

budeme povazovat za ,,dobré*? Jak budeme vybirat rodice pro kiizeni? Jedna z uzivanych moznosti je tteba vybér rodica,

N
kazdého s pravdépodobnosti f'(x)/ Z f(t,) , kde i probiha celou populaci. Uzivaji se i jiné strategie vybéru. Stejna
i=1
volnost je pro redukci populace. Pokud budeme uvazovat absolutni preference, riskujeme blizeni pouze k lokalnimu
extrému funkce uspésnosti. Pokud dame vice na ndhodu, nemusi postup konvergovat, populace mtize degenerovat. Dalsi
volnost je v mife povolenych mutaci. Jde tedy spiSe o experimenty nez o matematicky rigordzni postupy.
Velkym problémem je i vybér chromozomt pro charakterizaci individui.
Genetické algoritmy jsou ¢asto v praxi uspésné. Nelze vSak garantovat ani spravnost vysledku, ani jejich rychlost.
Dalsi velmi dalezity piistup k feSeni nezvladnutelnych problémi predstavuji neuronové sité.
Klasifikace problémi
Na zaveér uvedeme schéma predstavujici taxonomii problémi z hlediska jejich rozhodnutelnosti, rozpoznatelnosti a
vypocetni slozitosti (zvladnutelnosti). Toto schéma je mozné pokladat i za taxonomii formalnich jazyk.
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11. SLOZITOST VYBRANYCH NEKTERYCH ALGORITMU

V celém tomto tématu budeme piredpokladat, ze pracujeme pouze s Cisly omezeného rozsahu. Napfiklad s celymi Cisly,
které lze representovat typem int nebo longint. Cisla pfevysujici tento rozsah nebudeme piipoustst. Nasledkem toho
mizeme pocet krokti béhem vypoctu povazovat za linearni funkci poctu operaci s takovymito Cisly.

Nejprve uvedeme pro ilustraci priklad, ktery ukaze, ze tyz problém lze feSit riznymi algoritmy, jejichZz ¢asova slozitost se
mize znacné lisit.

Cty¥i riizna FeSeni téhoZ problému

Mgéjme &asovou fadu representovanou polem celych &isel A, A,, ... Ay, ktera mohou byt kladna i zaporna. Ukol je nalézt

J
v této fadé usek s maximalnim souctem Z A, . Naptiklad v piipad¢, ze N = 10 a pole ma slozky -1, 11, -5, 10, 3, -12, 0,
k=1
5, 6, -8, bude fesenim soucet 19, ziskany scitanim od A, do As. Pro jednoduchost dopliime zadani tak, Ze pokud v poli
neni zadné kladné ¢islo, prohlasime za hledané maximum nulu, jako soucet pies prazdna usek pole.
Praktickou interpretaci si miizeme ptedstavit tfeba jako zjisténi obdobi nejvyssiho ristu néjakého atributu, tfeba teploty ¢i
sménného kurzu, jsou-li hodnoty v poli rozdily hodnot atributu ze dne na den.
Mozna feseni popiseme algoritmy v jazyce C. V dalSich odstavcich budeme algoritmy jiz pouze naznacovat pseudokodem
pascalského typu.
Ukazeme, ze Casova slozitost riznych algoritmt se mtze drasticky lisit.
Prvy algoritmus je primitivni a dosti ,.hloupy*. Zakladd se na vypoctu souctli pro vSechny mozné zaCatky a vSechny
mozné konce vybraného tiseku a vybrani maxima pro kazdou volbu dvojice (pocatek, konec).
Algorithm #1:
Int MaxSubsequenceSum( const int A[ ], int N )
{
int ThisSum, MaxSum, i, j, k;
/*1*/ MaxSum = 0;
/*2*/ for(i = 0; 1 < N; 1i++ )
/*¥3*/ for ( J = 1; J < N; j++)
{
/*4*/ ThisSum = 0;
/*5*%/ for( k=i; k<= j; k++ )
/*6*/ ThisSum += A[ k ];
/*7*/ if ( ThisSum > MaxSum )
/*8*/ MaxSum = ThisSum
}
/*9*/ return MaxSum;
}
V algoritmu je piikaz na fadku 6 vnofen do tif vnofenych cyklii. Casova slozitost tohoto piikazu je ©(1). Cyklus na fadce
2 ma N kroku, cyklus na fadce 3 N — I krokl a cyklus na fadce 5 méd j — i + 1 krokd. Rozmér vSech tii cykla je nutné
odhadnout &islem N. Celkovy podet provedeni piikazi na fadku 6 bude tedy O(1 - N- N - N) = O(N*). Test na fadku 7 a
piikazy na fadkach 4 a 8 se provedou jen O(N*)-krat, piikaz na fadce 1 pouze jednou.
Celkova Easovi sloZitost algoritmu #1 tedy bude O(N*). Lze ukazat, Ze dokonce O(N°).

w , i , . NI N-Ix ATl 1 i
Pfesna analyza se ziska analyzou souctu S = E o E o E . 1, ktery udava kolikrat se provadi ptikaz 6. Uzitim vzorce
i= j=i =i

pro soucet kvadratické fady dostanem
N-1

S= S I= T (V- ie MV ) 2= 3 (W -+ 1YV - )2 = (V7 37 20) 2

i=0 j=1 k=i i=0

3
Tedy celkova slozitost je @(N ).

sy e . j -1 . C e ey i
Je jasné, ze uzijeme-li vzorec zzzi A4, = Z;zi A, + 4, , miZzeme se snadno zbavit nejvnitingjSiho cyklu. Ziskame tak

nasledujici algoritmus:

Algorithm #2:

int

MaxSubsequenceSum( const int A[ ], int N )
{

int ThisSum, MaxSum, i, Jj;

/*1*/ MaxSum = 0;

/*2*/ for( 1=0; 1 < N; 1i++ )

{

/*3*/ ThisSum = 0;
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/*4*/ for( j = I; j < N; j++ )

{

/*5*%/ ThisSum += A[ J 1;

/*6*/ if ( ThisSum > MaxSum )

/*7*/ MaxSum = ThisSum;

}

}

/*8*/ return MaxSum;

}

Analogickou tvahou jako u algoritmu #1 se da ukéazat, e ptikazy na fadcich 5, 6 a 7 se provadgji nejvyse N*-krat.
SloZitost algoritmu #2 je tedy O(N).

Z hlediska slozitosti navrhu je narocnéjsi nasledujici algoritmus, zalozeny na principu typu ,,rozdél a panuj“ [,,divide at
impera”].

Algorithm #3:

static int

MaxSubSum( const int A[ ], int Left, int Right )

{

int MaxLeftSum; MaxRightSum; MaxLeftBorderSum;

int MaxRightBordrSum; LeftBorderSum; RightBorderSum;

int Center; I;

/*1*/ if (Left == Right ) /* Base Case*/

/*2%/ if A[ Left 1 > 0

/*3*/ return A [ Left ];

else

/*4*/ return O;

/*5*/ Center = ( Left + Right ) / 2;

/*6*/ MaxLeftSum = MaxSubSum ( A, Left, Center );

/*7*/ MaxRightSum = MaxSubSum ( A, Center + 1, Right);

/*8%*/ MaxLeftBorderSum = 0; LeftBorderSum = 0;

/*9*/ for i = Center; i >= Left; i-- )

{

/*10*/ LeftBorderSum += A[ 1 ];

/*11*/ if LeftBorderSum > MaxLeftBorderSum )

/*12*/ MaxLeftBorderSum = LeftBorderSum;

}

/*13*/ MaxRightBorderSum = 0; RightBorderSum = 0;

/*14*/ for i = Center + 1; i <= Right; i++ )

{

/*15*/ RightBorderSum += A[ 1 ];

/*16*/ if RightBorderSum > MaxRightBorderSum )

/*17*/ MaxRightBorderSum = RightBorderSum;

}

/*18*/ return Max3 (MaxLeftSum, MaxRightSum,

MaxLeftBorderSum + MaxRightBorderSum ) ;

}

int MaxSubSequenceSum (const int A[ ], int N )

{

return MaxSubSum ( A, 0, N - 1 );

{

Idea algoritmu #3 (jako u kazdého postupu typu rozdél a panuj) spociva v rozdéleni problému analyzy ¢asové fady na dva
(nebo vice) ,,skoro stejné rozsahlych® uloh, které se fesi rekurzivnim postupem (dalSim délenim az dospéjeme k
trivialnimu problému) a naslednym ,,danim dohromady* feSeni téchto ,,mensich® uloh. Faze ,,rozdél“ predstavuje déleni
problému na ¢asti, faze ,,panuj slu¢ovani dil¢ich feseni.

V naSem ptipad¢ rozdélime-li fadu na skoro stejné velké (stejné velké, je-li rozmeér pole sudé Cislo, lisici se délkou o 1, je-
li rozmér pole liché ¢islo) ¢asti nazvané “Leva polovina” a “Prava polovina”, mize byt maximalni Gsek bud”:

- Cely v Levé poloviné nebo

- Cely v Pravé poloviné nebo

- Uprostied mezi obéma polovinami, realizovany usekem, ktery v levé poloviné za¢ina a v pravé poloviné konci.

Prvé dva ptipady lze fesit rekurzivné. Rozdélenim Levée poloviny na Levou-levou a Levou-pravou a Pravé poloviny na
Pravou-levou a Pravou-pravou.

Treti piipad je tfeba oSetfit zvlast. Provede se to tak, ze nalezneme usek s nejvétsim souctem v levé poloving, ktery konci
poslednim prvkem této poloviny a tisek s nejvétsim souctem v Pravé poloving, ktery prvym prvkem této poloviny zacina a
naslednym sectenim téchto dvou souctu.
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Radky 1 — 4 obsluhuji trivialni piipad. Je-li Left == Right, ma pole jediny prvek. Je-li nezaporny, je roven hledanému
maximalnimu souctu. Je-li zaporny, je hledany soucet 0, protoze jde o soucet pres prazdny usek.

Radky 6 a 7 provadgji rekurzi. Radky 8 — 12 a 13 — 17 pogitaji souéty poli, které se dotykaji prostfedniho rozhrani.
Analyza Casové slozitosti algoritmu #3 je nasledujici:Oznaéme T(N) pocet potiebnych krokii algoritmu. Je-li N =1 je
tieba provést pouze konstantni pocet kroki na tadcich 1 — 4. Tedy T(1) ®(1). Pro N > 1 dojde ke dvéma rekurzivnim
volani cykli mezi fadky 9 to 17 a provedeni nékterych dalSich operaci (fadky 5 a 18). Slozitost uvnitf cyklu je O(N).
Slozitost kodu na tadcich 1 — 5, 8, 13, 18 je konstantni a lze ji vzhledem k slozitosti ®(N) zanedbat. Zbyva slozitost
provedeni fadkl 6 a 7. Jde o dva problémy, kazdy slozitosti N / 2 (je-li N sudé).

Pro celkovy odhad slozitosti tedy dostavame rekurentni vzorce: T(1) =1, T(N) =2 - T(N/2) + O(N).

Odtud plyne, Ze je-li N =25 je TIN} =N - (k + 1) =N - log N + N =O(N - log N).

Tato analyza je zcela korektni, je-li N pfirozena mocnina dvou. Odhad plati ale i obecné. To lze nahlédnout napiiklad tak,
e doplnime pole nulami do délky M tvaru 2*. Dostaneme

T(N) <OM - log M) = O(2N - log 2N) = O(N - log N), ale ptitom

T(N) > O(M/2 - log (M/2)) = O(N - log N).

Algoritmus #4 je pro velkd N rychlejsi nez algoritmy #1 a #2, nicméné neni optimalni. Existuje algoritmus feSici nas
problém pouze uZzitim jediného prichodu daty v poli, tedy algoritmus ¢asové slozitosti @(N).

Tento optimalni algoritmus Ize odvodit na zaklad¢ nasledujici ivahy o vstupnich datech:

Maximalni tsek musi zaCinat kladnym cislem (jinak bychom vynechanim tohoto zacatku soucet zvétsili). Dale musi tento
vybrany usek koncit dfive nez vyhodnocovany soucet, shromazd’ovany v proménné ThisSum nabude s zaporné hodnoty.
V tom piipad€ musime zacit s novym pokusem zjistit mozné nové maximum.

Algorithm #4:

Int

MaxSubsequenceSum( const int A[ ], int N )
{

int ThisSum, MaxSum, J ;

/*1*/ ThisSum = MaxSum = 0;
/*2*%/ for( j = 0; j <N, j++ )
{

/*3*/ ThisSum += A[ J 1;

/*4*/ if ( ThisSum > MaxSum )
/*5*/ MaxSum = ThisSum;

/*6*/ else i1f (ThisSum < 0 )
/*7*/ ThisSum = 0;

}

/*8%*/ return MaxSum;

}

Algoritmus ma ziejmé ¢asovou slozitost @(N).

Nasledujici grafy znazormuji casovou narocnost analyzovanych algoritmti pro malé rozsahy dat v ps a pro velké rozsahy

dat v ms.
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Princip ,,rozdél a panuj“ a rekurze

Algoritmus #3 in 2.1 byl ptikladem algoritmu vyuzivajiciho postup, ktery se obvykle nazyva ,,rozdél a panuj* [divide-
and-conquer], latinsky “divide at impera”. Algoritmy této tfidy maji Casto ,,dobrou Casovou slozitost. Princip spociva v
nasledujicich krocich:

1. Puvodni ,,velky“ problém se rozdéli na (obvykle dva) ,,mens$i” problémy pfiblizné stejného rozsahu, stejného typu

2. Podproblémy se fesi samostatn€, pokud nejsou trivialni, opét rozkladem podle bodu 1.

3. Vysledné feseni ,,velkého* problému se ziska vhodnym sloucenim feseni ,,malych® problémti.

Reseni dil¢ich problémi stejného typu jako problém ptivodni se ziska rekurzivnim volinim p¥isluiné procedury. Toto
volani musi byt pouze alternativni ¢asti procedury, ktera se uplatni pouze je-li problém dosud netrividlni. Musi byt
zabezpecena konecCnost rekurze, tedy to, ze po konecném poctu krokii jiz k dal§imu rekurzivnimu volani nedojde a
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procedura se ukon¢i. Rekurzivni procedura tedy musi mit dvé vétve. V jedné se tato procedura vola znova, v druhé jiz k
volani nedojde. Prva vétev se uZzije pouze konecné-krat.

Plati nasledujici hruby odhad pro ¢asovou sloZitost:

Pokud se podafi problém rozlozit vzdy na ,téméf stejné rozmérné problémy algoritmem slozitosti O(1), nasobi se
vysledna slozitost faktorem O(log N).

Pokud je rozklad algoritmem slozitosti O(1), typu (N — 1, 1), nasobi se vysledna slozitost faktorem O(N).

Ptesné popisuje situaci nasledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu:

Véta: Necht' a > 0, b > 1 jsou realné konstanty a f a T jsou funkce zobrazujici mnozinu N vSech piirozenych Cisel do M.
Nech™pro funkci T plati rekurentni vztah: T(n) =a - T(n/ b) + f(n).

Potom:

If f(n)=0(n")and ¢ < log, a , then T'(n) = O(n"=*)

If f(n)= ®(nl°g”“), then G)(n“’g”“.log n)

If f(n)=0(n")and ¢ >log, a, then T(n) = On*)

Vétu muzeme pouZit pro analyzu slozitosti algoritmu téidy ,,rozd€l a panuj* tak, Ze b je pocet dil¢ich uloh na které¢ tlohu
rozdélime a a a f bude rovno sloZitosti prace spojené s kompletaci dil¢ich feSeni na feSeni celku.

U algoritmu #3 pro maximalni soucet tiseku posloupnosti je

a=2,b=2, f(n) =0(n) = O(n). Tedy T(n) = O(n - log n). 2log2

Rekurze a princip ,,rozd€l a panuj* neni ovSem 1ék na cokoliv. Nékdy nelze problém rozdélit na ,,skoro stejné* ¢asti.
Naptiklad u znamého algoritmu pro vypocet faktorialu:

long int

Factorial ( int N )

{

if ( N <= 1)

return 1

else

return N * Factorial( N - 1 );

{

Slozitost je @(N), protoze krok rekurze snizuje N vzdy pouze o 1. Dalsi problém spoc¢iva v tom, Ze velmi brzo piekro¢ime
omezeni i pro typ long int.

Analogicky algoritmus pro prvky Fibonaciho posloupnosti definované vztahy:

FIB(0) =FIB(1)=1; FIB(N) =FIB(N - 1) + FIB(N-2) proN=2,3, ... .

long int

FIB ( int N )

{

/*1*/ if ( N <= 1)

/*2*/ return 1

else

/*3*/ return FIB( N - 1 ) + FIB( N - 2 );

}

, vypada na prvy pohled elegantné. Ve skutecnosti je vSak velmi nevyhodny. Proved’'me jeho analyzu:

Pro N =0 a pro N = 1 je potiebny ¢as konstantni. Jde jen o test na fadce 1 a navrat. Pro n > 2 se potfebny ¢as sklada z
konstantniho ¢asu pro provedeni fadku 1 a Casu pro fadek 3. Na fadce 3 se scitaji vysledky dvou opétovnych volani
funkce FIB. Prvé volani potfebuje T(N — 1) operaci, druhé T(N — 2) operaci. Celkem tedy je tieba T(N — 1) + T(N — 2) +
2 operaci. Je tedy T(N) > FIB(N). Lze ukazat, ze pro N > 4 je FIB(N) > (3/2)". Pfesny diikaz by bylo mozné provést
matematickou indukci. Casové sloZitost je tedy exponencialni. Napiiklad pro N > 30 jiz neni realné vypocet ukonéit v
rozumném case.

Priib¢h volani je zndzornén na nasledujicim obrazku

Gad G % A
P A
GaD) (o) G ﬁj G GO @) GO
—F - - T
Go) G \\ G &)
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Pfitom neni obtizné navrhnout algoritmus, ktery hodnoty posloupnosti pocitd v jediném cyklu a ukldda je do dvou
pomocnych proménnych, v kterych jsou vzdy ptedchozi hodnoty FIB(N - 1) a FIB(N — 2). Realizujte jej!

Tento algoritmus bude mit pfijatelnou Casovou slozitost @(N).

Algoritmy vyhledavani [search]

Formulace problému vyhledavani:

Necht’ Ay, A ... Ay1jsou jednoduché polozky v paméti, uloZené jako pole nebo proud (naptiiklad linearni spojovy seznam
nebo zasobnik). Ob¢ tyto struktury budeme nazyvat spoleénym terminem ,,seznam®.

Necht’ X je dana polozka. Problém je urcit i tak, ze A;= X, ptipadné indikovat, ze takové i neexistuje (napiiklad i =-1). V
obecngjsim ptipadé muze jit o slozené polozky obsahujici kli¢ a o hledani polozky se zadanou hodnotou klice. Pro
jednoduchost ptedpokladejme, Ze postaci vyhledat jakykoliv vyskyt polozky se zadanou vlastnosti, pokud se vyskytuje v
prohledavanych datech takovych polozek vice nez jedna.

V piipadé, ze nemdame k dispozici Zadné dopliiujici informace o usporadani zadan¢ho pole nebo proudu polozek
(naptiklad, Ze polozky jsou usporddané podle klice, ktery slouzi k vyhledavani), je ziejmé, Ze pole ¢i proud musime
postupné prohledavat, dokud na hledany kli¢ nenarazime. Je ziejmé, Ze cCasova slozitost takovéhoto algoritmu v
pesimistické i primérné variant¢ bude - O(n).

Pokud pole bude usporadano (utfidéno) podle hodnoty klice, miizeme algoritmus urychlit na zaklad¢ principu ,,rozdél
a panuj“. Hledanou hodnotu porovname s ,,prostfednim prvkem pole. Nastava-li rovnost, je prvek nalezen. Pokud je
hledana hodnota mensi nez ,,stfedni, pouzijeme stejnou strategii pro polovinu ,,mensich* prvki, je-li mensi, hledame ve
sttedu poloviny ,,vétsich®. Tento postup opakujeme rekurzivn€, dokud na prvek nenarazime nebo dokud nezjistime, Ze
hledana hodnota je ,,ostfe mezi“ dvéma sousednimi prvky v poli. V tom piipadé prvek s hledanou hodnotou indexu v poli
neni. Pro moZnost uzit tento postup je podstatné, Ze k prvkum pole je nahodny piistup [random access]
prostfednictvim indexu. Tento algoritmus se nazyva binarni vyhledavani [binary search].

Nerekurzivni varianta algoritmu binarniho vyhledavani je:

Int

BinarySearch (const Elementtype A[ ], ElementType X, int N )

{

int Low, Middle , High;

Low = 0; High = N - 1;

While ( Low <= High )

{

Middle = ( Low + High ) / 2;

if ( A[ Mid ] < X

Low = Mid + 1;

else

if ( A[Mid] > X)

High = Mid - 1;

else return Mid /* Found */

}

return NotFound /* NotFound is defined as -1 */

}

Rekurzivni variantu sestavte sami v ramci procvic¢ovani.

Z nazoru je patrné, ze Casova slozitost rekurzivni i nerekurzivni varianty ®(log n). Pfesny dikaz tohoto a dalSich
obdobnych tvrzeni by bylo mozné provést uzitim obecné véty z predchoziho odstavce.

Vysetiujme nyni Glohu zaradit novy prvek do usporadaného seznamu tak, aby uspotfadani bylo zachovano. Uzijeme
opét princip binarniho vyhledavani:

Porovname novy prvek X s ,,prosttednim® prvkem seznamu A gqre - Je-1i X > Apiqale, pokusime se prvek zaradit do ,,horni
poloviny* pole, v opa¢éném ptipadé do ,,dolni poloviny“ pole. Casova sloZitost algoritmu aZ po rozhodnuti kam prvek
zaradit je také ®(log n), nyni vSak nastane problém vlastniho zafazeni do pole. Pokud jde o statickou strukturu, musime
pro X ,,uvolnit misto®, postupnym posunutim prvkii pocinaje poslednim az po nejblizsi vétsi nez je zafazovany o jedno
misto vlevo. To si vSak vyzada ®(n) operaci. V piipadé dynamické struktury (jako naptiklad linearniho spojovy seznam)
staCi provést pouze omezeny konecny pocet zmén ukazateld. Vlastni zatazeni ma tedy slozitost®(1). Zde vSak vyvstane
jiny problém. K prvkiim linearniho spojového seznamu neni piimy pfistup.

Kompromisem, ktery umozni uzit jak vyhod pfimého pfistupu tak vyhod rychlé reorganizace struktury pii dopliiovani
prvki je uZiti stromové struktury pro organizaci seznamu. Pro reprezentaci stromu uzijeme potadi inorder (levy
podstrom obsahuje prvky s nizsi hodnotou klice, pravy s vyssi hodnotou klice). Naptiklad pro seznamu s klici 2, 5, 7, 11,
15, 16, 19, 22, 24, 26, 28, 29 31, 35, 40, odpovida binarni ,,inorder* strom:
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levého syna, na pravého syna a zpét na otce), vyhledani mista pro novy prvek vsak bude mit slozitost ®(log n) a
reorganizace struktury pro zatazeni nového prvku téz slozitost ®(log n). celkova slozitost zafazeni nového prvku do
usporadaného seznamu realizovaného timto binarnim stromem bude tedy pouze ®(log n).

Algoritmy Fazeni (,,tFidéni*) [sort]

Uloha je najit tak zvanou tfidici permutaci (n(1), 7(2), ... , ©(N)) daného seznamu (pole nebo proudu) A;, A,, ..., Ay tak,
aby posloupnost A1), Ar), ... , Axnybyla uspofddana to je, aby Ay < Az < ... S Anny -

Analogicky mizeme pozadovat fazeni v opa¢ném potadi. Od nejvétsiho klice k nejmensimu. Nelézt permutaci n(1), m(2),
..., m(N)), ¢isel 1..., N tak, ze Ay1)> Azz)> ... > Ayn. DAl se omezime na prvou z obou variant. Druh4 je analogicka.
Vesker¢ algoritmy fazeni lze rozdélit do dvou tfid:

- Algoritmy adresniho tazeni.

- Algoritmy asociativniho fazeni.

Algoritmy adresniho Fazeni jsou zalozeny na myslence definovat zobrazeni mezi hodnotou kli¢e a indexem mista,
kterou bude mit zdznam v sefazeném souboru. Jejich Casova slozitost je nizka. Pokud bychom mohli o umisténi
rozhodnout v jediném prichodu, byla by pouze O(N). Tyto algoritmy vsak vyzaduji znat informace o rozlozeni hodnot
klice v seznamu, které obvykle k dispozici nejsou. Pokud je nemame, byl by takovy algoritmus neunosné prostorove
slozity. Proto se uzivaji jen zfidka.

Algoritmy asociativniho Fazeni jsou zaloZeny na postupném porovnavani hodnot klice. Jimi se budeme zabyvat
podrobngji.

Omezime se dale pouze na tak zvané vnitini Ffazeni. Budeme ptfedpokladat, ze data jsou vSechna soucasn¢€ umisténa v
jedné urovni paméti s piimym pfistupem. Pro velké objemy dat nemusi byt snadné tento pozadavek splnit. Pokud jsou
data v pamétich rizné urovné (t€Z na vné&jSich pamétech), je tfeba uzivat specialnich algoritmu, zalozenych zpravidla na
vytvareni sefazenych usekl ve forme sekvencnich souborti (monotonii) a jejich nasledném slévani [merge]. Pro vytvareni
monotonii se uzivaji algoritmy vnitiniho fazeni.

Dale se budeme vénovat blize asociativnim algoritmim pro vnitini fazeni.

Algoritmus vychazejici pfimo z definice ulohy, zaloZzeny na postupném generovani vSech permutaci a testovani, zda po
provedeni permutace je seznam sefazen lze realizovat snadno. Procedura next_permutation(A)muze byt navrzena tak, ze
vybere kterykoliv prvek seznamu na prvé misto a rekurzivné doplni v§emi moznymi permutacemi ostatnich prvkl. Poté
se vzdy otestuje, zda jde jiz o sefazeny seznam pomoci booleovské funkce ordered, kterd postupem slozitosti @(N)
testuje sekvencn€ spInéni nerovnosti Ayy< Ay < ... < Ag). Jadrem algoritmu je cyklus:

if ORDERED (A) then return (A)

else while not ORDERED (A) do

next permutation (A);

return (A) ;

Tento algoritmus je vSak extrémné Spatny. Kroky ¢asové slozitosti @(N) se provadi v pesimistickém piipadé n!-krat, v
pramérném (n!/2)-krat. Celkova slozitost je tedy®(N - N!), coz je zcela nevyhovujici.

Vsechny ,,rozumné* algoritmy vnitiniho asociativniho fazeni jsou zaloZeny na néjaké modifikaci postupu ,,rozdél a
panuj®.

Lze je klasifikovat podle dvou nezavislych binarnich kriterii:

1. Vyvazené, které rozkladaji problém na piiblizné stejné velké dily.

2. Nevyvazené, kde ma jeden z podproblémi pouze rozmér 1 a druhy N —1..

Dale, podle dalsiho kritéria na:

A. Syntetické, kde hlavni dil prace spociva v slouceni feseni obou podproblémd.

B. Analytické, kde hlavni dil prace spociva v rozkladu problému na podproblémy.

Dostavame tedy tento rozkladovy strom pro typy algoritmt vnitiniho asociativniho fazeni:

Divide at imp?f'n

“ —

Nevyvazene Vyvazené

.-—"/-.'J --hq---""'--\. .»")—-’- T T

A A A T
Syntetické Analytické Syntetické Analytické
S “[:L q[]? o~

Razeni vkladanim Razeni vybérem Razeni zatiid'ovanim Razeni rozdélovanim
Binaryinsertsort Heapsort Mergesort Quicksort

Na poslednim fadku uvadime ptiklady algoritmi této tiidy, jejichz Casova slozitost je @(N - log N) nebo se této slozitosti
blizi.
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Razeni vkladanim [Insert sorting]
Algoritmy jsou zaloZeny na sekven¢nim vkladani prvkl do sefazeného seznamu. Uvedeme schéma nerekurzivni a
rekurzivni varianty:

begin

for 3 = 2 to N do

vloz A[j +1] do setrazené posloupnosti A[1l] .. A[7J]
end

recursive procedure INSERTSORT (73)

begin if 7 > 1

then begin INSERTSORT (j - 1);

vloz A[j] do setrazené posloupnosti A[1l] .. A[J]

end

end

Pro vloZeni miiZe byt uit sekvenéni algoritmus a ziskame tak algoritmus ¢asové sloZitosti @(N?). Uzijeme-li binarni
vkladani do pole, bude mit opét algoritmus sloZitost O(N?), protoZe v kazdém kroku potiebujeme ®(N) operaci na posun
prvki v poli. Pfi jednosmérném linearnim spojovém seznamu budeme mit problém s piimym pfistupem k prvkiim proudu
a slozitost bude opét O(N?). Pouzijeme-li ale binarni strom typu ,,inorder pro representaci sefazenych seznamd, bude
sloZitost kaidého kroku v cyklu G)(log N) a celkové slozitost takto navrzeného algoritmu binaryinsertsort pouze @(N -
Razenl vybérem [Select sorting]

Princip téchto algoritmti spoc¢iva v postupném vybéru nejmensich prvkil z dosud nesefazené ¢asti seznamu. To se provede
postupnym porovnavanim kandidata na minimum s ostatnimi prvky dosud nesetazené ¢asti seznamu. Kazdy krok ma
ziejmé slozitost @(N), takZe pii jednoduchém uspoiadani algoritmu bude vysledna sloZitost @(N?).

Modifikaci tohoto postupu, kterd porovnava a zaménuje vzdy pouze sousedni prvky je algoritmus tak zvaného
bublinkového fazeni:

while NOTORDERED do

for i :=1 ton - 1 do

if A[i] > A[i + 1] then swap( A[i]l, A[i1 + 11]);

{NOTORDERED je Booleovska funkce, kterd m& na pocatku hodnotu TRUE a zméni ji na FALSE,
pokud v cyklu nedojde k Zadnému pfehozeni - prehozeni se realizuje funkci swap}

Pesimistick4 ¢asova sloZitost bublinkového fazeni je také O(N?).

Abychom dostali ucinny algoritmus tohoto typu, musime opét uZzit specidlni datovou strukturu pro representaci
sefazenych seznamt. Jednou z nich je struktura zvana halda (hromada) [heap], ktera umoziuje odebirani a vkladani
prvku v logaritmickém case. Princip jeji organizace je zalozen na principu vylu¢ovaciho sportovniho turnaje.

Presnéji: Halda (téZ ,,hromada‘) [heap] je binarni strom téchto vlastnost:

* Vsechny listy stromu maji hloubku vnofeni od kotfene h nebo h — 1.

* Vsechny listy hloubky h — 1 lezi vlevo od listti hloubky h.

* Synové kazdého uzlu ve stromu odpovidaji vzdy prvkim s vét§sim kli¢em nez je kli¢ otce.

Naptiklad:

@ @ Je spravné vytvoiena halda

Jeji realizace polem v paméti mize byt
12 14 | 20 19 (24 |21 |28 | |25 29 | 30 |33 |28 |36 |34 |40 31| 39 |44

L IV B W . A . . _ e
hd I B

0. 1. troven 2. troven 3. troven 4. troven
rovefi
Pseudokdd algoritmu heapsort miize byt (vstupem je proud, ¢teny do polozky item s vyuzitim zasady ,,éteni s
predstihem®):
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{variable H denotes the heap (var H: array[l .. N] of integer)}
{variable END defines the actual end index of the heap}
END := 0; {the heap is empty}

read (item);

while item # eof do

begin

insert to the heap (item);

read (item)

end

while END > 0 {the heap is not empty} do

begin

select min from the heap (item);

write (item);

end

procedure insert to a the heap (K);

begin

END := END + 1; H[END] := K; P := END;

while (P > 1 and H[P div 2] > H[P] do

begin

swap (H[P div 2], H[P]); P := P div 2

end

end;

procedure select min from the heap (var: min);
begin

min := H[1];

if END > 1 then H[1] := H[END];

END := END - 1; P := 1; {heap reorganisation follows}

while (2 * P + 1 < END and H[P} > H[P * 2] or H[P] > H[2 * P + 1]) do
if ( H[2 * P] > H[2 * P + 1] then

begin

swap (H[P], H[2 * P]); P := 2 * P

end

else
begin
swap (H[
if (2 *
end;
Kazda z obou procedur insert_to_the heap a select min_from_the heap potiebuje ®(log n) porovnani a dalsi pocet
operaci shora omezeny pevné danym nasobkem téchto porovnani. Pro n prvki je tedy celkova ®(n -log n).

Razeni slévanim [Merge sorting]

Algoritmy této skupiny jsou ptimou aplikaci principu ,,rozdél a panuj“. Seznam se rozdéli na dveé piiblizné€ stejné ¢asti.
Kazda se seradi rekurzivné. Poté se uzije algoritmus slévani monotonii merge.

recursive procedure MERGESORT (S) ;

1, H[2 * P + 11]) =2 * P+ 1;

P ; P
P END and H[P] > H[2 * P] then swap (H[P], H[2 * P]

begin

if |S| =1

then return (S) {|S| denotes the cardinality - (size) of S}
else split S into disjoint sets S1 and S2, such that

[S1] = |S| div 2;

return MERGE ( MERGESORT (S1), MERGESORT (S2)):

end;

Slévani (zatfidovani) procedurou MERGE dvou setazenych posloupnosti x; <x,<... <xyay; <y, < ... Lynse provede
vzdy porovnanim prvych prvki x; a y;, Mensi je pfesunut na vystup. Po uprazdnéni nékteré z posloupnosti se vystup
doplni zbytkem té druhé.

procedure MERGE (M, N);

Y[j] then begin
il; i =1 + 1

z[k] :=Y[J]; J =3 +1
end;
k =k + 1
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end;

while i £ M do begin Z[k] := X[1]; 1 := 1 + 1; k := k + 1 end;
while j £ N do begin Z[k] := Y[J]; J := J + 1; k := k + 1 end
end;

Pro pocet krokt T(N) algoritmu MERGESORT uzitého na seznam délky N plati:
T(1)=0(1),

T(N) =T([N/2]) + T(IN / 2]) + f(N), pro N > 2,

Dale je ztejmé f(N) = O(N).

Po zaokrouhleni zlomkt dostavame: T(N) =2 - T(N /2) + O(N)

A tedy T(N) = O(N - log N).-

Algoritmus MERGE pro slévani monotonii, uzivany pfi externim fazeni, ma ziejm¢ pouze linearni ¢asovou sloZitost
O(N).

Razeni rozdélovanim [Divide sorting]

Princip této tfidy algoritmii spoc¢iva v rozdéleni fazeného seznamu na dvé ¢asti ,,pokud mozno stejné nebo podobné
(rovnovazné) délky tak, ze vSechny prvky v jedné ¢asti jsou mensi nebo rovné nez prvky v druhé ¢asti. Tento krok se
pouzije rekurzivné.

Rozdéleni se realizuje vybérem prvku zvaného pivet. Do jedné Casti se zatadi prvky s klicem mensim nez pivot, do druhé
prvky s klicem vétSim nebo rovnym nez pivot. Pivot je zafazen mezi ob¢ Casti.

Pseudokdd algoritmu quicksort na tomto principu je nasledujici:

recursive procedure QUICKSORT (S) ;

begin

if |S|] £ 1 then return (S) {|S| is the cardinality of S}

else

begin

select “anywise” a pivot P from S;

create sets S1 = {x € S: x < P},

52 = {x € S: x = P},

S3 = {x € S: x > P};

return (QUICKSORT (S1), S2, QUICKSORT(S3))

end;

Problém je samoziejmé ve vymezeni ,,anywise“ — n¢jak. Na této volbé zalezi Casova slozitost algoritmu. Pfi nahodném
vybéru je pesimisticka slozitost @(n®). Vyplyva to z nasledujici uvahy. Vybereme-li jako pivot nejmensi nebo nejvétsi
prvek, bude jedna z ¢asti prazdna. Seznam délky M tak rozdélime v poméru 1 : M — 1. Pro vychozi rozmér dat N budeme
tedy potiebovat N — 1 krok®l, kazdy s asovou O(N). Celkova Easova sloZitost tedy bude O(N?).

Na druhé stran¢, pokud se podafi za pivot zvolit median, bude potieba log N rekurzivnich volani. Celkova slozitost
algoritmu bude pouze ®(N - log N). Lze dokazat (dikaz neni piili$ snadny), Ze i primérna sloZzitost algoritmu quicksort
pii ndhodné volb¢ pivoti O(N - log N).

Zda se, ze volbou medianu lze vyloucit pfipady s neptiznivou Casovou slozitosti. Tudy vSak cesta nevede. Nalezeni
medidnu je totiz uloha stejné Casove slozitd jako fazeni. Nékdy se tento problém obchazi rozdélovanim podle
aritmetického priiméru, misto podle medidnu. Vypocet aritmetického priméru ma slozitost ®@(N). Hodnota aritmetického
praméru se v§ak mize od medianu dosti lisit a rozd€leni podle primérného kli¢e nemusi byt rovnovazné.

Maticova algebra a soustavy linearnich rovnic

V mnoha odvétvich aplikované matematiky a v fad€ vypocetnich metod se Casto pracuje maticemi. Tyto operace byvaji
¢asove¢ narocné. Proto je tieba vénovat prisluSnym algoritmtiim zvySenou pozornost.

Matice typu (m, n) je definovana jako tabulka s m fadky a n sloupci. V dalsim budeme ptedpokladat, Ze prvky matice jsou
realna cisla.

a,, a4, a,
Y= Ay 4y, s _( )_/:1 ,,,,, n_( )
- Lji=1,.om a‘ J
amﬂl aqu vee amwn

Radky matice budeme znaéit ri(A), ..., rm(A), sloupce ¢;(A), ..., em(A). Radky matice jsou n- dimensiondlni vektory,
sloupce m-dimensionalni vektory.

Soucet dvou matic A + B je definovan pouze pro matice téhoz typu (musi mit tyz pocet fadkd a tyz pocet sloupcit).
Souétova matice ma na daném mist& soucet prvki obou s¢itancti. Casova slozitost vypoétu souétu dvou matic je @(m - n)
a tento odhad nelze zlepsit.
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Soucin dvou matic A - B je definovan tehdy a jenom tehdy, je-li prva matice typu (m, n) a druhé typu (n, p), tedy kdyz
pocet sloupcti prvé matice je tyz jako pocet fadkti druhé matice. Vysledny soucin je matice (m, p) a pro prvky soucinu C

n
= (ciy) plati: ¢, , = Z a,b,;
k=1

Kazdy prvek soucinu je tedy skalarnim soucinem ri(A) - ¢j(B) vektort ri(A) a ¢j(B). Skaladrni soucin lze ziejmé vypocitat
v &ase O(n). Casova slozitost nasobeni matic je tedy®(m - n - p).

Ctvercové matice typu (n, n), kterym fikame také matice fadu n, lze tedy p¥imo podle definice nasobit s ¢asovou sloZitosti
O(n’), oviem pokud za miru rozsahu vstupu algoritmu vezmeme fad n. Pokud bychom za rozmér vstupu brali skute¢ny
pocet polozek, ktery je 2 - n% bylo bu oviem tato slozitost pouze @(n’?). B&Zn& se viak uziva prvy zpisob a za miru
vstupu se povazuje n.

Poznamenejme, ze Ctvercové matice s operacemi souctu a soucinu tvoii algebru. Plati pro ni podobna pravidla jako pro
algebru Cisel. Existuji vSak odliSnosti. V algebfe matic existuji netrivialni dé€litelé nuly. Soucin dvou nenulovych matic
mize byt matice tvofena samymi nulami. Na rozdil od algebry realnych cisel zde také neplati, ze ke kazdému prvku
existuje inverzni prvek vzhledem k nasobeni. Inverzni matice existuji pouze k regularnim maticim (takovym, které maji
hodnost rovnou svému fadu, respektive nenulovou hodnotu svého determinantu).

Naznacime, jak lze uZit metody ,rozdél a panuj“ pro ziskani algoritmu pro nasobeni matic s nizsi ¢asovou
sloZitosti.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze fad matice je mocnina dvou, n = 2'. Pokud by tomu tak nebylo, doplnili bychom
fadky 1 sloupce na matici tohoto fadu. Takovou matici miizeme reprezentovat jako matici fadu 2, slozenou z bloki, které
jsou matice fadu n / 2. Ziejm¢ je:

A4 B\(E F) (AE+BG AF+BH

¢ D\G H) \CE+DG CF+DH
Pro ¢asovou slozitost dostavame rekurentni T(n) = 8 - T(n/ 2) + O(n’),
Ktery vede opét na slozitost ®(n’), protoze log, 8 = 3. Zda se tedy, Ze princip ,,rozdél a panuj* nim zde nepomiiZe.
Urychleni algoritmu spociva na napadu Strassena, ktery publikoval algoritmus nasobeni ¢tvercovych matic druhého fadu,

ktery pouziva pouze sedm nasobeni misto osmi, avSak 18 s¢itani misto 4. Plati i to pro blokové matice. Lze se presvédcit,
ze:

A4 B\[E F) (8§+8,-8,+8 S, + 8,
c D\G H) S, +5S, S,—S,+S8, -8,

kde

S,=(B-D).(G+H), S,=(A+D).(E+H),
S,=(A-C).(E+F), S,=H.(A+B),
S,;=A.(F-H), S,=D.(G-E),
S,=E.(C+D).

Rekurentni vztahy pro tento algoritmus jsou T(n) =7 . T(n/2) + ©(n?).

Tedy podle nasi obecné véty je asova slozitost Strassenova algoritmu T(n) = @(n”), kde o = log, 7 = 2,81 < 3,

Coz je lepsi vysledek nez u standardniho algoritmu vychazejiciho pifimo z definice. Vzhledem k tomu, ze kroky rekurze
obsahuji mnohem vice sCitani, jejichZ pocet je ovSem v kazdém kroku rekurze konstantni, projevi se zrychleni az u matic
vyssich fadu. To je situace typicka pro mnoho sofistikovanych algoritmti sméfujicich k zlepseni ¢asové slozitosti vypoctu.
Pokusy kdy se zlepSeni projevi mohou byt zajimavé.

Spise jako zajimavou ilustraci uved’'me nésledujici: Pokud se pokusime uzit tyz princip ,,rozdél a panuj* tak, Ze rozd¢lime
matici na 3 x 3 blokové matice, nejlepsi znamy algoritmus pro soucin potiebuje 23 > 3= 21,8... nasobeni. Vysledek tedy
neni lepsi neZ pfi rozdé€leni na bloky 2 x 2. AZ pti d€leni na 70 x 70 blokil je znam algoritmus potiebujici pouze 143640
nasobeni. Ten vede na sloZitost ®(n7log2>”*>), ktera je lepsi nez ®(n**). Podle informaci, které by mély byt (snad, a
bez zaruky) Gerstvé mé nejlepsi dosud publikovany algoritmus pro nasobeni matic ¢asovou sloZitost ® (n**"%). Je viak

vvvvvv

Soustavy linearnich rovnic a inverze matice
i=1,..., . ’
)’ " a vektoru b = (b1 by bn) nalézt vektor X = (X1, Xz, ... X,) takovy,

i=l,...m

Problém je pti dané ¢tvercové matici 4 = (al. ;

ze
a1 - X1 + a2 . X2+ . Aln. Xp = b1
ain. Xy + a2 . Xyt ...+ n.Xn= b2

Ap. X1 T . XoFT ..t ap,. X, =by
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y s . a,, a . a _
Budeme piedpokladat, 7e matice soustavy 4 —| >' %2 S - (al_ ; )1*1*“"” = (a; j)

a a

m,1 m2 m,n

je regularni, a tedy soustava rovnic ma jediné feseni.

Soustavu 1ze napsat maticové ve tvaru A . x = b, kde vektor b pravych stran a hledany vektor nezndmych jsou
povazovany za matice fadu (n, 1) o n fadcich a jediném sloupci (“sloupcové” vektory).

Vysetfujme tak zvanou rozsifenou matici soustavy typu (n, n + 1).

&J,&Q,u'mm,bl

a1, a22, ... A2 p, b,

A* =

an,1, An2, .- an,n 5 bn

a oznac¢me fadky této matice A* jako ry, ry, ... , rya sloupce jako ¢, €3, ... , €5y b.

Nejcastéji uzivana elimina¢ni metoda zobecnuje postup uzivany jiz na zakladni Skole pro feSeni soustav dvou linearnich
rovnic pro dvé neznamé. Je zalozena na tak zvanych ekvivalentnich transformacich rozsifené matice soustavy A*. Tyto
ekvivalentni transformace neméni feSeni soustavy. Jsou to:

- Vynésobeni libovolného fadku matice nenulovym cislem.

- Ptiéteni nasobku libovolného fadku k jinému radku.

- Zaména potadi (prohozeni) libovolnych dvou fadkd.

Uzitim téchto ekvivalentnich transformaci postupné zménime roz§ifenou matici soustavy A* tak, aby jeji leva ¢ast, matice
A, byla jednotkova. Tedy aby méla v diagonale jednic¢ky (a;;=1 proi=1, ..., n) a mimo ni nuly (a;;= 0 pro i #j). Po této
transformaci bude vektor b pfedstavovat feSeni soustavy.

Transformace provedeme tak, ze postupné, sloupec po sloupci, budeme dostavat ekvivalentnimi transformacemi nuly do
vSech mist, kromé diagonaly.

Algoritmus by selhal, v ptipadé¢, kdy by se v diagonale objevila nula. V tom pifipadé zaménime cely fadek r;, pro ktery je
ai; = 0 s n€jakym rj pro j > i, pro ktery je a;; # 0 ProtoZe matice A je regularni, takovy nenulovy prvek urcité existuje.
Pokud by neexistoval, byla by matice singulularni a soustava rovnic by bud’ neméla zadné feSeni nebo by meéla feSeni
nekoneéné mnoho. Z divodu numerické stability algoritmu Ize doporucit zaménu s takovym tadkem, pro ktery se
diagonalni prvek co nejvice lisi od nuly, tedy s prvkem, pro ktery je |a;j| je maximalni.

Schéma algoritmu je nasledujici:

procedure eliminate(var: A*);

begin

for 1 := 1 to n do

begin

find j 2 1 with the maximal abs(a[i, J1);

swap (r[i], rl[j]);

r[i] r{i] / ali,il;

for k = 1 to n do

if k # i then r[k] := r[kl- r[il*alk,i];
end

end;

{b is the vector of solutions in the end of the algorithm}

Kazdy tadek, ktery pracuje s celym vektorem (obsahuje Cervené pismeno r) ma casovou slozitost ®@(n). Tedy vnitini
cyklus ma slozitost ®(n®). V vn&jsim cyklu for jsou tedy tii piikazy sloZitosti ®(n) a jeden slozitosti @(n?). Vysledny
algoritmus bude tedy mit Gasovou sloZitost ®(n’), samoziejmé vzhledem k poétu rovnic. SloZitost vzhledem k objemu
vstupnich dat, ktera predstavuji n . (n — 1) polozek bude ©(n*?).

Princip ,,rozdél a panuj* ndm zde ziejmeé nemtize pomoci

Pro algoritmus niz§i ¢asové sloZitosti se nékdy uzivaji pribliZné iteracni metody.

Nékdy lze pro feSeni soustavy A . x = b uzit formuli typu: x “P=x¥_1 (A . xY-b)

v iteracich zaginajicich po&ateénim odhadem feseni x”. Pokud matice A spliuje ur¢ité podminky, lze dokazat, e
posloupnost postupnych iteraci x”, x'V, x?, ... konverguje k feseni x soustavy A . x =b.

Kazdy krok iterace ma ziejmé ©(n”). Pokud proces konverguje (tak tomu oviem neni vzdy), zaleZi ¢asova sloZitost na
tom, jaka je rychlost této konvergence. Tedy na tom po kolika krocich se pfiblizime k presnému feSeni tak blizko, Ze
priblizeni miizeme za feSeni povazovat. Pokud nemame k dispozici piesny horni odhad chyby, spokojime se obvykle tim,
ze dvé nebo vice ,,poslednich® aproximaci se od sebe lisi jiz jen nepatrné. Pocet potfebnych krokl iterace mize
pochopitelné zaviset na fadu soustavy n. Vhodnou volbou parametru 1, 1ze n€kdy (ne vzdy) dosahnout toho, Ze pocet
potiebnych krokd je niz$i nez ®(n), napiiklad @(n'?). V tomto piipadé ma cely algoritmus sloZitost niz§i nez ©(n’).
Nevyhodou ovSem je, Ze konvergence metody zavisi na vlastnostech matice A a nelze ji garantovat obecné. Dale pak to,
ze ziskané TeSeni je pouze piiblizné.
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Jednoducha modifikace eliminaéniho algoritmu pro fe$eni soustavy linearnich rovnic, slozitosti ®(n’) mize byt uzita i pro
vypocet inverzni matice k dané regularni matici.

Inverzni matice A" matici A je matice pro kterou A . A" =1, kde I je jednotkova matice, kterd méa v diagonale jednicky a
mimo diagonalu samé nuly.

a, a, .. a,10..0

o . a a . a,,01..0
Eliminaci zahajime s matici 4 =| *' %2 2

n, Ay, - a,,00..1

a proceduru eliminate provedeme s fadky délky 2 . n (feSime tedy soucasné n soustav rovnic se stejnymi pravymi
stranami). Po ukon&eni procedury bude v “pravé ¢asti” transformované matice A* matice A”'. Casova sloZitost tohoto
algoritmu je ziejmé opét O(n’).

Hladové algoritmy [Greedy algorithms]

Tyto algoritmy piredstavuji “nejisty”, avSak Casto velmi uziteCny navod jak ziskat feSeni fady optimalizacnich tloh s
dobrou ¢asovou slozitosti.

Jsou zalozeny na principu v kazdém okamziku volit mezi riznymi moznostmi tu variantu, ktera se lokalné jevi jako
nejvyhodnéjsi. Tato zasada je pouze heuristicka. K nejlepSimu feSeni vede casto, ne vSak vzdy.

Uvedeme né¢kolik typickych ptikladi.

Optimalni planovani aktivit

Mg¢jme konecny pocet aktivit 1, 2, ..., N, které nelze provozovat soucasné. Kazda z nich ma presné urceny zacatek a
presné urceny konec.

(s1, f1), (82, 2), ..., (5w, ), i< fiprokazdéi=1, ... ,N.

Ukol je nalézt nejvétsi pocet aktivit, které by bylo mozné uskuteénit bez vzdjemného asového prekryti (Napiiklad nalézt
maximalni mozné vyuziti dané ucebny pii pevnych pozadavcich rozvrhu vyuky, ¢i v daném obdobi stihnout sledovani co
nejvice televiznich poradi).

Resdeni , hrubou silou®, které nalezeni optima garantuje, spo¢iva v provéieni viech moznych podmnozin mnoziny {1, 2,
..., N} a vybéru té, kterd méa nejvice prvkii. Takovyto algoritmus ma oviem sloZitost @(2") a je tedy prakticky bezcenny.
vzdy co nejvice volného ¢asu pro umisténi dalsich dosud neumisténych aktivit. Idea je:

“Pokud to lze, opakuj nasledujici krok: Vyber aktivitu, kterou umistit 1ze a kterd konc¢i co nejdiive. Aby co nejvice
volného ¢asu zbylo pro dalsi aktivity.*

Pro realizaci tohoto algoritmu je vhodné aktivity sefadit podle koncovych ¢asu tak, aby f;<f,<... <f\.

Toho Ize dosahnout se slozitosti @(N . log N), nékterym z ,,inteligentnich* algoritml pro fazeni. Dal mizeme postupovat
podle nasledujiciho schématu, ve kterém dvojité slozené zavorky {{ ... }} oznacuji mnozinu (pro odliSeni od poznamky v
jednoduchych slozenych zavorkach { ... }.

A = {{1}}; 3 :=1

for 1 := 2 to n do

if s[i] = f[j] then

begin

A =AU {{i}}; J = 3] + 1

end; {A is the set of selected activities}

Protoze vlastni algoritmus vybéru aktivit ze sefazeného seznamu aktivit ma ¢asovou slozitost pouze ®(N), je celkova

slozitost algoritmu, vcetné fazeni ®(N . log N). Takto nalezené feSeni je skute¢né optimalni, jak 1ze snadno dokazat

matematickou indukei. Poznamenejme vSak, Ze to neni vzdy Uplnd samoziejmost. Optimalnost feSeni ke kterému vedou

hladové algoritmy je tieba vzdy ptipad od pfipadu zvazit a dokazat.

Poznamenejme, Ze pfi jiné interpretaci pozadavku ,,volit lokaln¢ co nejvyhodnéjsi dil¢i feseni, naptiklad, kdybychom

umist'ovali kamkoliv nejkrat$i dosud neumisténou aktivitu, nemuseli bychom nalézt optimum.

Prohledavani grafu do hloubky a do SiFky

Mnoho uloh aplikované matematiky je vyhodné formulovat pomoci grafii (neorientovanych i orientovanych). Pro névrh

algoritmt feSeni téchto uloh je potieba representovat graf jako datovou strukturu.

Pro prichod algoritmu grafem, ktery je ulozen v paméti jako datova struktura se uzivaji nejcastéji dve strategie, které

umoznuji prohledat graf v linearnim Case a zjistit potiebné informace o ném. Tyto strategie odpovidaji dvéma disciplinam

organizace fronty.

- Prohledavani do hloubky [dept-first search] odpovida organizaci zadsobniku jako fronty LIFO s operacemi push pro
uloZeni na vrchol zasobniku a pop pro odebrani vrcholu zasobniku.

- Prohledavani do SiFky [breadth-first search] odpovida organizaci na zaklad¢ discipliny FIFO pro nalezeni dal$iho
uzlu v grafu.

Typickou tlohou, ktera vyzaduje prohledat graf je tato tiloha:
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Je dat uzlové ohodnoceny graf. To je kazdému uzlu je pfifazena n&jaka hodnota (&islo, symbol, text, ...). Uloha je zjistit,
zda z daného uzlu existuje néjaka cesta, ktera jej spojuje s néjakym uzlem ohodnocenym danou hodnotou. V
pripadé, Ze takova cesta existuje, nalézt ji. Problémy tohoto typu se vyskytuji v tlohach automatické dedukce a hledani
feSeni nejriiznéjsich problému.

Procedura neorientovaného prohledavani souvislého grafu do hloubky (DFS) oc¢islovava uzly v grafu takto:

Vyjde z daného uzlu u, ktery prohlasi za kofen stromu. VSechny hrany (u, v) € E ulozi do zasobniku. Uzlu u pfifadi
DFS-¢islo 0 a nastavi DFS-pocitadlo ¢ na hodnotu 1. Poté opakuje nasledujici akci, dokud zasobnik neni prazdny:

Necht’ (x, y) je na vrcholu zasobniku. Potom uzel x je jiz o¢islovan. Pokud uzel y dosud zddné DFS-¢islo nema, pritadime
mu hodnotu ¢ DFS-pocitadla, zvétsSime hodnotu tohoto pocitadla o 1 a zatadime do zasobniku vSechny hrany (y, z), které
vychazeji z uzlu y. Hrana (X, y) bude hranou nami konstruovaného stromu. V opa¢ném ptipad¢€, pokud uzel y jiz oznacen
je, pouze odstranime operaci pop hranu (X, y) ze zasobniku.

Ocislovani, které takto vznikne je na nasledujicim obrazku:

1

O¢islovani uzli grafu do hloubky
Vznikly strom je kostrou [spanning tree] ptivodniho grafu.Algoritmus ma linedrni slozitost @(N), kde N je pocet hran v
grafu.

Procedura neorientovaného prohledivani souvislého grafu do Sifky (BFS) je analogickd. Vyjdeme z dané¢ho uzlu u.
V prvém kroku postupné ocislujeme vSechny uzly do kterych z uzlu u vede hrana a zatadime je do fronty. Poté postupné
odebereme z fronty tuto uzly a na konec fronty zatfadime vSechny dosud neocislované uzly, do kterych vede hrana. Takto
postupujme az do vyprazdnéni celé fronty a ocislovani vSech uzll v grafu.

Ocislovani, které takto vznikne je na nasledujicim obrazku:

1

O¢islovini uzli grafu do Sirky
Postup ilustrujme na prikladu fesSeni znamé hadanky.
Priklad FeSeni problému: VIk, koza a hlavka zeli
Farmat jde z trhu. Ma s sebou vlka, kozu a hlavku zeli. Ma piekrocit feku. K dispozici je lod’ka. Mlize vSak na ni vzit jen
jedno zvife nebo véc. Vlka s kozou ani kozu ze zelim nesmi nechat na stejném biehu bez dozoru. Jak ma postupovat?
Reseni: Je celkem 16 moznych situaci, které je mozné znazornit grafem nebo tabulkou. Radky v tabulce jsou uzly
stavového grafu. Pismenka znamenaji: (F) - farmat, (V) - vlk, (K) - koza a (Z) - zeli.
Prohledavanim grafu do hloubky (DFS) dostaneme feseni 1, 9, 1, 10, 2, 13, 3, 11, 3, 15, 4, 12, 4, 14, 6, 16.
Prohledavanim do Siiky (BFS) feseni 1,9, 10, 11, 12, 3, 13, 15,2, 5,4, 7, 14, 6, 16.
Existuje i feSeni na mensi poCet piejezdl feky (nejméné na 7). Naptiklad 1, 11, 3, 13, 2, 14, 6, 16.
O tom jak hledat nejkratsi cestu mezi dvéma uzly v grafu se zminime v nasledujicim odstavci.
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Cislo Levy bfeh | Pravy bieh Stavg © Mohou nésledovat stavy
stavu bezpecény
1. FVKZ -- + 9.10.11. 12.
2. FIK z + 10. 13. 14.
3. FVZ K + 11.13.15.
4. FKZ \% + 12.14. 15.
5. FV KZ - 13. 16.
6. FK \4 + 14. 16.
7. FZ VK - 15. 16.
8. F VKZ - 16.
9. WKZ F - 1.
10. VK FZ - 1.2.
11. VZ FK + 1.3.
12. KZ FV - 1.4.
13. Vv FKZ + 2.3.5.
14. K FVZ + 2.4.6.
15. Z FVK + 3.4.7.
16. -- FVKZ + 5.6.7.8.

Jako cviceni lze fesit podobnou tlohu o tiech misionafich a trech lidojedech. V cesté je opét feka a do lodi¢ky se vejdou
jenom dva lidé. Na zadném biehu nesmi nikdy (z pochopitelnych divodit) nastat ptevaha lidojed nad misionafi.
Problém nejkratsi cesty v grafu

Mg¢jme orientovany nebo neorientovany hranové ohodnoceny graf (V, E). Necht x a y jsou dva jeho uzly. Problém je
nalézt cestu z uzlu x do uzlu y, takovou, aby soucet ohodnoceni (délek) vsech hran na této cesté byl nejmensi ze vSech
cest z uzlu x do uzlu y. Pokud maji vSechny hrany ohodnoceni rovno jedné, dostaneme jako zvlastni ptipad této ulohy
ulohu nalézt cestu z uzlu x do uzlu y s minimalnim poctem hran. Pokud je graf souvisly nebo kdyz uzly x a y lezi v jedné
souvislé komponenté nesouvislého grafu, ma uloha vzdy feSeni. Prohledavanim grafu do hloubky nebo do $itky cestu sice
nalezneme, nebude vSak obecné nejvyhodné;jsi.

Tento problém ma mnoho aplikaci. Naptiklad nalézt nejkratsi nebo nejlevnéjsi cestu. Nékdy je zajimava i podobna tiloha
pro orientovany graf (napiiklad cesta autem v méste, kde jsou jednosmérky).

Reseni ,,hrubou silou znamena testovat vechny podmnoziny mnoziny E vsech hran v grafu. Vylouéit ty podmnoziny,
které netvofi cestu z x do y, pro ostatni (pro ty, které cestu tvoii) vypocitat soucet ohodnoceni hran a nalézt minimum.
Takovy algoritmus ma zfejmé Casovou sloZitost @(n - 2"), kde n je pocet hran v grafu, a je tedy nevhodny. Také
kdybychom cestu popisovali jako moznou permutaci mnoziny uzlli, dostaneme m! moznosti, kde m je pocet uzli v grafu
a algoritmus slozitosti ®(m!), rovnéz nepouzitelny.

Musime tedy hledat jiny algoritmus. Princip konstrukce hladovych algoritmt Ize vyuzit takto:

Budeme sestrojovat nejprve cesty z uzlu x postupné, nejprve do uzld, které lezi v ,,blizkém okoli“ uzlu x, tak dlouho,
dokud nedorazime do uzlu y. V kazdém kroku vybereme vzdy minimalni cestu po které lze do daného uzlu dospét. V
pripadé, ze pfi tomto postupu ,,objevime cestu kratsi, provedeme opravu cest do vSech v predchozich krocich dosud
dosazenych uzla.

Necht' w je vahova funkce ohodnoceni hran v daném grafu. Budeme piedpokladat, Ze toto ohodnoceni je vzdy kladné
&islo (w: E — R"). Hledejme nejkrat3i cestu z uzlu a do uzlu b. Postup uvedeme pro orientovany graf. Pro neorientovany
je analogicky.

Zvolime tento postup, zvany Dijkstriv algoritmus:

1. Kazdému uzlu z # a € V grafu ptifadime dopcasnou hodnotu dh(z) = o, pouze uzlu a ptitadime trvalou hodnotu th(a) =
0.

2. Je-li posledni uzel, ktému byla pftifazena trvala hodnota th(z), potom opravime u vSech uzld z" , které s nim jsou
spojeny né&jakou hranou (z, z") € E jejich docasnou hodnotu tak, Zze polozime dh(z") := min{dh(z"), th(z) + w((z,
z")}.(zkratime si cestu).

3. Pro (n&jaky) uzel z’s nejmensi dosazenou hodnotou dh(z") polozime th(z") = dh(z") (prohlasime jeho doCasnou hodnotu
za trvalou.

Kroky 2. a 3. stiidavé opakujeme dokud b nedosahne trvalou hodnotu, ktera je délkou nejkratsi cesty.

Mozna varianta je zapsana v pseudokodu:

begin

d(x) := 0; d(u) := « for all other nodes from V;

R := ;

repeat

select such a node in R for which d(u) is minimal;
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for all descendents v of u do

begin

if v ¢ R and d(u) + w(u, v) < d(v) then

begin

d(v) := d(u) + w(u,v);

store u as a predecessor of v on the minimal path;

end;

R := R U {v}

end

until y € R

end;

{The minimal length is d(y), the minimal path can be reconstructed from the predecessors
of the nodes on the minimal path}

V tomto algoritmu potfebujeme vysetfovat kazdou hranu grafu pouze jednou. Neorientovany graf s m uzly ma nejvyse n
= (m - (m — 1)) / 2 hran. Orientovany graf s m uzly ma nejvyse n = m* hran. Casova sloZitost tohoto algoritmu je tedy
O(m?).

Procedura ma jednu ,,skrytou vadu®. Pfedpoklad kladného ohodnoceni je podstatny. Pokud graf obsahuje smycku (cyklus)
u které je soucet ohodnoceni hran zaporny, nikdy neskonci svoji praci. Nebude tedy algoritmem. Hladovy postup bude
stale nalézat ,kratSi* a ,kratSi* cesty a pracovat v nekonecném cyklu. Pro ohodnoceni, u kterého se ptipousteji i zaporné
hodnoty neni obecné znam efektivni postup urceni nejkratsi cesty mezi dvéma uzly v grafu. Lze dokonce ukazat, ze takto
zobecnény problém nejkratsi cesty je z hlediska slozitosti ekvivalentni s problémem hamiltonovské cesty v grafu. Pro
tento problém algoritmus s polynomialni slozitosti neznadme.

Postup ilustrujme na piikladé grafu, v kterém hledame cestu z uzlu x do uzlu y:

Postup ukazuje tabulka:

Krok | T |u |v |x |y |Z |Poznamka

0 0 Pocatecni ohodnoceni

la 1 0 2 | Sousedé pocatecniho uzlu

1b 1 0 2 | Nejmensi docasnou hodnotu zménime na trvalou
2a 1 510 2 | Pfidame dalsi uzel

2b 1 510 2 | Nejmensi doc¢asnou hodnotu zménime na trvalou
3a 1 |3 |4 |0 2 | Dalsi uzly a oprava hodnoceni uzlu v

3b 1 |3 |4 |0 2 | Nejmensi docasnou hodnotu zménime na trvalou
4a 1 |3 |4 |0 |7 |2 | Posledniuzel

4b 1 |3 |4 |0 |7 |2 | Nejmensidocasnou hodnotu zménime na trvalou
Sa 1 [3 |4 |0 |6 |2 |Oprava

5b 1 |3 |4 |0 |6 |2 | Nejkratsicesta ma délku 6. Je to (X, z), (z, v), (v, y).

Docasné hodnoty v tabulce jsou oznaceny kurzivou, kone¢né tucné.

Problém minimalni kostry [Minimal spanning tree problem]

Dalsi dulezity optimalizacni problém pro grafy je problém nalezeni minimalni kostry (neorientovaného) grafu. Kostra
souvislého grafu je jeho souvisly podgraf, obsahujici vSechny uzly grafu a zadny cyklus. Kazda hrana kostry je ,,most*.
Jejim odstranénim ziskame jiz nesouvisly graf. Kostra je ziejmé strom.

Ptedpokladejme, Ze graf je hranové ohodnoceny. Problém minimalni kostry je lloha nalézt kostru daného souvislého
grafu takovou, ze soucet ohodnoceni jejich hran je minimalni.

Necht' G = (V, E) je souvisly hranové ohodnoceny graf a f je vahova funkce zobrazujici E do mnoziny kladnych ¢isel.
Hledame kostru grafu tak, aby ZEEF [ (e) ptes vSechny hrany E” byl minimélni na mnoZin¢ vSech koster grafu G.

Problém ma prakticky vyznam napiiklad pii navrhu minimalni transportni sité (uzly jsou mésta, hrany zeleznice ¢i silnice,
ohodnoceni naklady pro vybudovani spojeni) nebo pro propojovani pocitact do sité.

Reseni ,,hrubou silou* by znamenalo generovat viechny podmnoziny mnoziny viech hran daného grafu, které maji m — 1
prvki, kde m je pocet uzlt v grafu. Pocet hran stromu je totiz vzdy o jedni¢ku mensi nez pocet jeho uzll. Pro tyto vybéry
by bylo tfeba testovat, zda tvofi kostru a mezi témi, které kostru tvofi hledat minimum. Pocet v§ech podmnozin o m — 1
prvcich vybranych z mnoziny mohutnosti n, kde n je pocet hran grafu G, je ale

C(m,n)=m!/(n! - (m—n)!),

Coz vede k nepfiijatelné nepolynomialni vypocetni sloZitosti.

Jeden z uzivanych algoritmili ,,na hladovém principu* pro vyhledani minimalni kostry Ize v ,,zelezni¢ni terminologii*
popsat takto:

1. Vystavej nadrazi v libovolném méste.

2. Opakuj nasledujici krok, pokud to Ize: Z libovolného mésta, kam jiz Zeleznice vede vystavej Zeleznici do dosud do
mésta, do kterého zatim zadna Zeleznice nevede, je-li vice moznosti, vyber tu, ktera piijde nejlevnéji.
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Tento algoritmus, zvany obvykle Primiv algoritmus, je ve své podstaté pribuzdny s Dijkstrovym algoritmem pro hledani
nejkratsi cesty. 1 zde je tfeba v prubchu zahrnovani dalSich hran do kostry pocitat s moznosti oprav. Jeho zapis v
pseudokodu mtize byt nasledujici:

select some u € V;

X = {{ul}, Y := J; M :=V = {{u}};

for each v. € M do

if (u, v) € E then begin

father(v) := u; d(v) := £((u, v))

end

else d(v) := o;

while M # & do

begin

select v € M such that d(v) = min{{(d(w): w € M}};
X 1= X U {{v}};

Y :=Y U {{(v, father(v))}};

M := M= {{v}}

for each (v, w) € M do
if ((u, w) € E and £((v, w)) < d(w))
then begin

father (w) := v;

d(w) = £((v, w))

end

return H = (X, Y);

Takto nalezneme minimalni kostru. Neni to jasné ,,na prvy pohled, ale piesny dikaz je pomérné snadny. (Pokuste se o
néj!).

Ma-li graf m uzlf, matento algoritmus ¢asovou slozitost @(m?). Pro poéet n hran souvislého grafu o m uzlech plati m — 1
<n<(m-(m-1))/2. Dolni meze se dosahne jde-li o strom, horni jde-li o tiplny graf.

Existuje vsak jiny algoritmus nalezeni minimalni kostry hranové ohodnoceného grafu, ktery ma ¢asovou slozitost ®(n -
log n), kde n je pocet hran v grafu. Tento algoritmus navrhl v roce 1926 Cesky matematik profesor Bortivka a je znam
jako ,,.Boriivkliv algoritmus®. Ktery z obou algoritmii pro minimalni kostru je vyhodnégjsi zalezi na ,hustote* grafu.
Bortvktv algoritmus je podstatné vyhodnéjsi pro ,,fidké™ grafy.

Bortvkuv algoritmus (nékdy zvany téz Kruskaldv, ac¢koliv tento autor jej publikoval mnohem pozd¢ji) spociva v tom, ze
se nejprve sefadi vSechny hrany grafu vzestupné podle velikosti. To lze provést ,,chytrym® algoritmem fazeni se sloZitosti
®(n - log n), kde n je pocet hran grafu. Poté se postupné sestrojuje les z té€chto hran tak, Ze se z sefazeného seznamu
vybiraji zleva doprava ty, které neuzaviraji cyklus. Po m — 1 krocich tento proces kon¢i nalezenim jediného stromu, ktery

je kostrou.

begin

sort all edges on the graph depending on there weights;
{ This can be realized in the time ©(n . log n)}

S := OJ;

while S contains less the n - 1 elements do

go through sorted path list and select first path, which does not close any circle and
insert this path to the set S, if such a path does not exists the graph G 1is not
connected;

{after finishing this while loop S is the minimal spanning tree}

end;

Problém miiZze nastat pouze s tim, jak rozhodnout, zda hrana, kterou chceme doplnit neuzavira néjaky cyklus. V tom
pfipadé bychom ji totiz museli pfi zatfazovani do kostry odmitnout. Pfi feseni ,,pomoci obrazku* je takovéto rozhodnuti
snadné metodou ,.kouknu se a vidim“. Vyjadieni tohoto testu algoritmem mize v§ak pisobit mensi potize. Uziva se tento
postup. Definujme na mnozing vSech uzlti grafu ekvivalenci tak, Ze na pocatku bude kazdy uzel ekvivalentni pouze sam
se sebou. Bude tedy m tfid ekvivalence po jediném prvku. Pfi pokusech zaradit hranu se vzdy dotdzeme, zda oba jeji
vrcholy nelezi ve stejné tfid¢ ekvivalence. Pokud ano, hranu odmitneme do kostry zaradit. Pokud ne, ob¢ tfidy
ekvivalence slou¢ime a hranu akceptujeme. Invariant tohoto algoritmu bude skutecnost, ze ekvivalentni budou vzdy ty a
jen ty uzly, které patii v postupné vytvareném lese do jediné souvislé komponenty (stromu). Pti této discipliné zafazovani
nemize vzniknout cyklus. Pokud budeme tfidy ekvivalence representovat poli nebo linearnimi seznami, muze pii
provadéni testu prislusnosti do tfidy a/nebo sluovani tiid vzniknout pro kazdy krok dodate¢na vypocetni slozitost @(m),
kde m je pocet uzll grafu, ktera mize byt ve svém vysledku vyssi nez je slozitost fazeni hran podle délky.

Algoritmy analogickymi jako jsou algoritmy pro fazeni (mergesort a heapsort) lze vSak pfi vhodné volbé struktury dat
jeden test, zda hranu zatadit, ¢i ne provést s ¢asovou slozitosti ®@(log m), kde m je pocet uzlt. Je pouze tieba uzly jedné
tiidy ekvivalence (tedy ty, které patii do stejné souvislé komponenty) propojit smérniky tak, aby vznikl binarni strom
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nebo jemu ,,blizky* graf. Kazda tfida je pak charakterizovana kofenem tohoto stromu. Zname-li uzel, 1ze pfislusny kotfen
ziskat s logaritmickou slozitosti a tak rozhodnout zda jsou dva uzly jiz v jedné komponenté nebo nikoliv. Pokud nejsou,
vytvofit z jednoho stromu vétev druhého. ,,Delikatni* podrobnosti vynechame.
Protoze horni odhad poctu hran grafu n = (m - (m — 1)) / 2 je vys§i nez pocet m jeho uzli, je slozitost Bortivkova
algoritmu O(n - log n), kde n je pocet jeho hran. To miZe byt méné nez O(m?). Vypodet lze jesté urychlit organizaci hran
do haldy, coz umozni, Ze fazeni hran podle déky bude mozné ukoncit diive, nez se zpracuji vSechny. Pro konstrukci
kostry (stromu) totiz staci sefadit pouze prvych m — 1 (m je pocet uzl) hran a ty hrany, které byly vylouceny protoze
zpusobovaly cyklus.
Problém maximalniho toku v siti
Dalsi grafovy problém s fadou aplikaci je problém maximalniho toku [maximal flow problem] danym grafem. Jedna z
moznych aplikaci je rozvod plynu nebo kapaliny potrubim, které tvofi sit’ s omezenou kapacitou kazdého spoje. Jina sit’
komunikaénich kanalli s omezenou propustnosti danou objemem zprav nebo sit’ elektrickych vodi¢l s omezenou
intensitou proudu. Problém je nalézt maximalni mozny tok z jednoho uzlu (zdroje) do jiného uzlu.
Ptesna formulace ulohy je nasledujici:
Necht V je kone¢na mnozina uzlii a necht’ ¢ je kapacitni funkce zobrazujici V x V do mnoziny R" viech kladnych
realnych cisel. Hodnota funkce c(x, y) ur€uje maximalni mozny tok hranou z uzlu x do uzlu y. Nejsou-li uzly x a y
spojeny hranou, je c(x, y) = 0. Necht’ déle s a t jsou dva rtizné uzly, nazyvané po fad¢ zdroj [source] a ponor [sink].
Situaci odpovida hranové ohodnoceny orientovany graf (V, E), kde mnozina E je uréena jako E = {(u,v): c((u,v)) > 0}.
Tento graf oznac¢ime G = (V, E, ¢).
Funkce f: V x V — R, kde R je mnozina vSech redlnych ¢isel nazveme tok [flow], jestlize plati soucasné tyto podminky:
1. Antisymetrie: pro vS§echna u, v € V je f((u, v)) = — f((v, u)).
2. Konzervativni zékon: pro vSechny vnitini uzly u € {s, t} je Z f(u,v)=0

vel
3. Kapacitni omezeni: pro vSechna u, v je f((u,v)) < c((u,v)).
Rikame, Ze orientovana hrana (u, v) je saturovana tokem f, jestlize je f((u,v)) = c((u,v)).
Je-li f tok grafem G s kapacitnimi omezenimi ¢, budeme ohodnoceni r : ¢ — f fikat residualni kapacita toku f. Residualni
graf grafu G = (V, E, ¢) vzhledem k toku f je graf G¢(V, Eg, ¢), kde E¢= {(u, v): r((u, v)) > 0}.
Residualni kapacita r((u, v)) uréuje tok, ktery mtize prochazet hranou (u, v) ,,navic™ oproti toku f, aniz by doslo k naruseni
kapacitnich omezeni hran. V ptipad¢ zaporného toku f((u,v)) mtze byt residualni kapacita vetsi nez ptivodni c(u, v) o tok
fz v do u. Residudlni graf tedy mtize mit i jin¢ hrany nez pivodni graf G. V residudlnim grafu G¢vsak nemtze byt hrana
(u, v), pokud v piivodnim grafu nebyla ani hrana (u, v), ani hrana ponor (v, u). Maximalni pocet hran v mnozin¢ E¢je 2 .
n, kde n je pocet hran v mnozing E.
Je-li dam graf G a tok f timto grafem, fikame, Ze cesta ze zdroje s do ponoru t je nenasycena cesta [augmenting path],
pokud je i cestou v residualnim grafu G. Nenasycena cesta je posloupnost hran, jejichZ kapacita je vetsi nez tok a kterymi

1ze tedy tok zvysit.
Rez [cut] v grafu je dvojice disjunktnich mnoZin A ¢ VaB c V, takova, 7es € Aat € B.
Kapacita fezu je definovana jako ¢(4,B) = Z f(u,v)
ueA,veB
Snadno se dokaze nasledujici tvrzeni nazyvané ,,Maximalni tok — Minimalni fez*:
Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
a) f je maximalni tok v grafu G=(V, E, ¢),
b) Existuje fez grafu takovy, Ze ma kapacitu f. Tedy: c(A, B) = |f].
¢) V grafu G neexistuje Zadna nenasycena cesta.
Tato uvaha nam dédva mozZnost navrhnout na hladovém principu algoritmus pro nalezeni maximalniho toku grafem v
ptipadé, ze kapacity hran jsou cela nebo racionalni ¢isla.
V pfipad¢ iraciondlnich kapacit bychom museli omezeni aproximovat racionalnimi. Jinak by procedura nemusela byt
resultativni. Po pfevedeni na spole¢ného jmenovatele (zméné jednotky) mtizeme predpokladat, Ze kapacity hran v grafu G
jsou cela ¢isla. Za poznamku stoji, ze v piipadé iracionalnich kapacit nelze proceduru, kterou navrhneme uzit ani pro
postupna pfiblizeni k vysledku. Mohla by konvergovat k toku, ktery neni maximalni.
Neformalni popis postupu zvaného postupné nasycovani cest nasleduje:
1. Za¢neme nulovym tokem a libovolnou cestou z s do t v grafu G.
2. Pokud lze nalézt n&jakou dosud nenasycenou cestu p z s do t ur¢ime nejmensi kapacitu d > 0 orientované hrany na této
a zvysime tok po této cesté o hodnotu d. Tim ziskame na cesté¢ p maximalni mozny pritok. Opakujeme znovu bod 2.
3. Pokud jiz Zadna nenasycena cesta neexistuje, mame maximalni tok.
Jsou-li kapacity cela Cisla, zvysi se pti kazdém kroku tok asponi o 1. Maximalni tok tedy ziskdme po nejvyse tolika
krocich, kolik je (celoCiselny) maximalni tok.
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Popsany postup neni striktné feceno algoritmem, protoze neni deterministicky. Vybér z vice moznych nenasycenych cest
je ,,nahodny®“. To lze snadno odstranit urenim strategie jak budeme cesty vybirat. Napiiklad prohledavanim do hloubky
nebo do $itky.

Casova slozitost je ziejmé O(|f*]), kde f* je maximalni tok. Konkrétni sloZitost miize velmi silné zaviset na strategii
vybéru nenasycen}'/ch cest, jak je vidét z nasledujiciho obrazku:

A
.--""s “‘-»_____,u" I|I
-__d_ 1
{1 mmme moonnﬂ
I/-.sm\ '\ fff 1\'
Sy /\
1000000 \/

Kapacitni omezeni jsou c(s, a) = ¢(s, b) = c(a, t) = c(b, t) = 1000000, c(a, b) = c(b, a) = 1.

Pokud zvolime prvou cestu (s, a, t) pro 1000000 jednotek, bude mit residudlni graf pouze jedinou cestu (s, b, t) pro
dalsich 1000000 jednotek a maximalni tok 2000000 jednotek dostaneme ve dvou krocich. Pokud vSak zvolime
alternativné cesty (s, a, b, t) a (s, b, a, t), budeme potiebovat 2000000 kroki pro dosazeni maximalniho toku.

Proto na volbé cest velmi zalezi. Je tfeba uzit néjaké pravidlo, které ispéch ,,zcela nezarucuje®, vétsinou vsak k tispéchu
vede. Takova pravidla se nazyvaji heuristickd pravidla nebo heuristiky. Takovym pravidlem mize byt volit vzdy
nenasycenou cestu s nejvetsi residualni kapacitou. Lze ukazat, Ze pfi této volb€ je mozné snizit odhad ¢asové slozitosti na
O(n . log |f*|) krokt, kde n je pocet hran v grafu a f* maximalni tok.

Jind mozna heuristika je volit vzdy cestu o minimalni délce. Tak dostavame algoritmus dasové slozitosti @(n* m), kde n
je pocet hran a m pocet uzli v grafu. V tomto ptipadé¢ sloZitost nezalezi na kapacitach. Tato volba je ziejmé lepsi.
Poznamenejme, Ze jsou znamy jeste ,,lepsi“, avSak podstatné slozit&jsi algoritmy feSeni tohoto problému slozitosti ®(n .
m?) a O(m?).

Algoritmus nalezeni maximalniho toku v siti ma nékteré dal$i pomérné ,,ne¢ekané* pouziti pro feseni jinych dalezitych
problémti. Uvedeme dva. U obou téchto problémi vede feSeni ,hrubou silou” na algoritmus jehoZ slozitost neni
polynomialni a tyto algoritmy jsou tedy pro realné situace bezcenné.

Problém biparitniho parovani [bipartite matching]

Biparitni graf G = (U, V, E) je neorientovany graf (U U V, E), kde U N V = &, jehoz uzlu jsou dvojiho. Hrany spojuji
pouze uzly z mnoziny U s uzly z mnoziny V. Zadna hrana nespojuje dva uzly U ani dva uzly z V. Parovani je takova
podmnozina M < E hran grafu, pro kterou zadna hrana, ktera lezi v M, nema spolecny zadny vrchol s jinou hranou v M.
Problém maximalniho parovani je problém nalézt pro dany graf parovani o maximalnim poctu prvka (,,uspokojenych
dvojic®). Typické pouziti si mlizeme piredstavit v snatkové kancelafi, ale i pfi sestavovani spolupracujicich tymu
zaméstnanc.

Problém Ize ptevést na problém maximalniho toku v siti pfidanim dvou novych uzld. Zdroje s a ponoru t . Zdroj s spojime
orientovanymi hranami se vSemi uzly v mnozin¢ U. VSechny uzly v mnozin¢ V spojime orientovanymi hranami s
ponorem t. V8echny hrany v piivodnim grafu G nahradime orientovanymi hranami vedoucimi z mnoziny U do mnoziny
V. VSem hranam v takto doplnéném grafu, piivodnim i doplnénym, prifadime kazdé kapacitu rovnou 1. Maximalni tok v
této siti predstavuje feSeni problému maximalniho parovani.

Problém minimalni souvislosti grafu [Minimum connectivity problem]

Je dan souvisly neorientovany graf G = (V, E). Problém je kolik hran v tomto grafu lze vynechat, aby graf ziistal jesté
souvisly. Tento problém ma zfejmé pouziti v teorii spolehlivosti komunikac¢nich a pocitacovych siti.

Problém lze pfevést na problém maximalniho toku v siti takto: Zaménime kazdou neorientovanou hranu dvéma
orientovanymi hranami v obou smérech. Kazdé hrané pfifadime kapacitu 1. Vybereme pevn¢ uzel s jako zdroj toku a za
ponor t budeme povazovat postupné vSechny uzly z mnoziny V, rizné od s. Pro kazdy z téchto m — 1 (kde m je pocet uzli
grafu G) problémt maximalniho toku v siti najdeme maximalni tok a nalezneme minimum vSech takto zjis§ténych hodnot.
Tak zjistime minimalni poc¢et hran, po jejichz odstranéni pfestane byt graf souvisly.

Problém minimalni souvislosti grafu je tak pfeveden na feSeni n — 1 problémi maximalniho toku v grafu.
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12. PETRIHO SITE

Co jsou Petriho sité

Za “otce” Petriho siti je pokladan némecky matematik Prof. Dr. Carl Adam Petri napsal v obdobi rokli 1960 — 62 svou
diserta¢ni praci s nazvem ,,Kommunikation mit Automaten®, ve které se zabyval komunikaci s automaty a pravé zde
definoval koncept tzv. Petriho siti.

Petriho sité jsou ve své podstaté modelovaci nastroj (prostiedek). V souCasnosti je mohu spojovat predev§im s navrhem,
analyzou a modelovanim paralelnich ¢i distribuovanych systémtl, zejména v technickych oblastech lidské ¢innosti (napf.
automatizace v pramyslu, pomoc pii navrhu hardwaru a softwaru pocitaci apod.).

Zakladni nazvoslovi a charakteristika

Neoznacena Petriho sit’ je orientovany ohodnoceny bipartitni graf (Bayer, 2000). Sklada z téchto tfech zakladnich
objektd :

1. Mista (Places), graficky reprezentovana kruhy, tvoii kone¢nou mnozinu mist Petriho site.

2. Prechody (Transitions), graficky reprezentovana obdélniky, ktera tvoti kone¢nou mnozinu ptechodti Petriho sité.

3. Hrany (Arcs), graficky reprezentovana Sipkami, ptivlastek orienfovany vyjadiuje skuteCnost, Ze hrany grafu jsou
orientované a piivlastek ohodnoceny vyjadiuje skuteCnost, ze hrandm jsou piifazeny Vahy (Weight). Vaha udava
nasobnost (mohutnost) kazdé hrany (viz. obr.c. 1).

Slovo bipartitni vyjadiuje skutenost, Ze vrcholy grafu mohou byt prvky dvou mnozin (mist a pfechodil), pfi¢emz mista a
prechody se vzdy v pribehu cesty (grafu) stidaji (viz.obr.¢. 1).

Oznacena Petriho sit’ vznikne umisténim Znacek (Marks, Tokens) (viz. obr.¢. 2) do mist neoznacené Petriho sité [2].
Rozmisténi znacek v Petriho siti pied prvni aktivaci nékterého z prechodl se nazyva pocatecni znaceni Petriho sit¢.
Aktivace pirechodu a kapacita mista v Petriho siti

Prechod mize mit jedno nebo vice vstupnich a vystupnich mist. Mista mohou obsahovat znacky. Nyni definujeme za
jakych podminek dochazi k ptesuniim znacek v siti, tj. za jakych podminek dochazi k Aktivaci pitechodii .

Prechod mize byt aktivovdn pouze tehdy , jestlize v§echna vstupni mista obsahuji pocet znacek rovny nebo vétsi nez je
vaha hrany spojujici vstupni misto a piechod.

Pocet odebranych (vlozenych) znacek ptimo zavisi na vdze vstupnich (vystupnich) Aran (viz. obr.¢. 3). Pro zjednoduseni
si predstavme, Ze znacky ve vystupnich mistech vznikaji jakoby znovu a doba, ktera je nutna pro aktivaci pfechodu, je
rovna nule (pfechod se aktivuje pokazdé za vySe uvedenych podminek). Dostavame se tak k vyvoji (evoluci) celého
systému (site).

PO PP P1 P2 P1 P2 P1 P2
= z
0 10 TO TO
3
p2 P3 P3 P4 P3 P4 P4
B1| PO P1 P2

PO

P2 P3 P3 P4

Obr.¢. 3 — pied a po provedeni prechodu

Z ptedchoziho obrazku je ziejmé, ze mista mohou obsahovat Zadnou, jednu nebo vice znacek.

Existuje tedy dalsi vlastnost (atribut), kterou mohou mit mista v Petriho siti, tim je Kapacita mista. Tu lze definovat
nasledné: Kapacita mista je pfirozené ¢islo nebo symbol €, ten znaci nekonecnou kapacitu (znaceni nekonecna se ¢asto v
praxi viibec neuvadi). Kapacita mista se pak zna¢i pismenem k (napt. k=100).

Kapacitni omezeni se hojné¢ vyuziva pti modelovych situacich, kdy potfebujeme nutn¢ odstranit nebezpeci preteceni
(pfeplnéni), naptiklad fronty, vyrovnavaci paméti atd. Pokud tedy pfi modelovani vyuzijeme kapacitni omezeni, pak si v
takovém piipadé musime uvédomit, Ze je nutné ptidat dalsi podminku pro aktivaci pfechodu. Ta zni: ,,Pfechod muze byt
proveden (aktivovan), jestlize nebude piekrocena kapacita vystupniho mista [2].
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Priklad Petriho sité s vyuzitim omezeni kapacity nékterych mist (viz. obr.¢. 4) ukazuje vztah producent (produkuje) —
konzumenti (nakupuji, odebiraji) s vyuzitim vyrovnavaci paméti (skladu, kde k = 10) a pocitadla (k = ) vyrobenych
produkta.

Pocitado

@) -
. Sklad

Producent .
k=10

O

Uzpokojen

Konzument c.1

Potreba

Lispokojen

Konzument c.2

Potreba

Obr.é. 4 - Producent a konzumenti

Petriho sit’ Ize chapat jako automat, ktery definuje chovani systému posloupnostmi udalosti a odpovidajicimi stavovymi
zménami systému. V pripadé¢ konec¢nych deterministickych automati byl stav systému jednoznacné urcen prvkem
mnoziny stavid. V pfipadé Petriho siti je okamzity stav modelovaného systému uréen uritymi parcidlnimi stavy
spojenymi s prisluSnymi misty sit¢. Na otazku, jakou cestou je dosazeno urcitého konkrétniho parcialniho (dil¢iho) stavu
? Je odpoveéd’, ze k tomuto ucelu slouzi znaceni mist(a). Pfipomindme, znaceni mista je celé nezaporné Cislo, které¢ byva
obvykle graficky vyzna¢eno po¢tem Cernych teéek (znacek), které jsou umistény uvnitf ptislusného mista (pokud by
informace mé¢la pfili§ velkou hodnotu, mize byt vyjadiena ¢iselng).

Formalni matematicka definice Petriho siti

Uvadim zakladni matematickou definici Petriho sité. Ta definuje pouze zakladni prvky, vazby mezi nimi a zavadi slovni
oznaceni. Je do ur€ité miry zjednodusujici, protoze se nijak nedotyka definici znaceni, kapacity mista a nedefinuje ani
vahu hrany v Petriho siti.

Definice 1. [1]

Uspotadanou trojici N = (P, T, F) nazyvame siti, jestlize

(1) P a T jsou disjunktni mnoziny a

(2)F ¢ (PxT) U (T x P) je binarni relace.

P se nazyva mnozinou mist (Places) sit¢ N.

T se nazyva mnozinou prechodii (Transitions) sit¢ N.

F se nazyva tokovou relaci (Flow relation) sité N.

Jak jiz bylo feCeno v tvodu, grafem sité je orientovany (pfipadné ohodnoceny) bipartitni graf. Ten vznika pravé grafovou
reprezentaci tokové relace F. MnoZzinu tohoto grafu tvoii ob€ mnoziny P a T, tedy P U T (viz. obr.cC. 5).

1 H = {P,T.F), kde
P = {p1.p2}
1
T = {t1.12}
F ={<p1ui=<p2a2><tl1,p2><t2,p1>}
2
L2

QObr.c. 5 — Graf a popis sité N

Stavovy graf

Stavovy graf je urditou abstrakei Petriho sité. Diagramem (zobrazenim) metody je orientovany ohodnoceny graf. Sipka
prichazejici do pocatecniho vrcholu (,,0dnikud®) je pocatkem grafu. Mezi jednotlivymi vrcholy jsou piechody vyjadieny
jako orientované ohodnocené hrany (resp. jde o usporadanou trojici (m, t, m")).

Nasleduje ptiklad konstrukce stavového grafu.

Priklad:
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Ze stavového grafu je dobie vidét, jaké znaCeni (stavy) generuje tato Petriho sit’ a jaké piechody na
tyto znaceni vedou (resp. nevedou).
Vlastnosti Petriho siti
Kazda Petriho sit’ ma fadu vlastnosti, které Ize popsat formaln¢ a které vyjadiuji podstatné typy chovani modelovaného
systému. Umoziuji prokazat pouzitelnost a bezchybnost jesté pied ptipadnou praktickou realizaci. Tyto vlastnosti jsou:
1. Bezpec¢nost — bezpecné Petriho sité, zda je sit’ bezpecna muze byt definovano jak pro jednotliva mista, tak pro celou
sit. O misté fikame, Ze je bezpecna prave tehdy, pokud pro vSechna mozna znaceni (stavy) pocet znacek v daném misté
sit¢ nikdy nepiekroci hodnotu jedna. Neboli bezpecna Petriho sit’ je ohrani¢ena pro k = 1.
2. Ohranicenost — ohranic¢ené Petriho sité, zda je Petriho sit’ ohranicena mtze byt opét definovano bud’ pro jednotliva
mista nebo celou sit’. OhraniCeni je obecnéjsi nezli prvni vlastnost. O misté fikame, ze je ohranic¢ené pokud pro vSechna
mozné znaceni pocet znatek v daném mist¢ sit¢ nikdy nepiekroci hodnotu k (kapacitu daného mista). O celé siti fikame,
ze je ohrani¢ena pokud vSechna mista v dané siti jsou bezpe¢na. Jinak fe¢eno, pokud sit’
neni ohranic¢ena, pocet znacek roste v n¢kterém z jejich mist nad vSechny meze a tim padem stavovy diagram roste také
nad vSechny meze, takovy systém nelze realizovat konecnym automatem (Bayer, 2000). Naptiklad misto, které v siti
reprezentuje vyrovnavaci pamét’ (buffer), by mélo mit ohranic¢enou kapacitu.
3. Ziva Petriho sit’, tato tieti vlastnost je velice diileZitou pro aplikaci Petriho siti. Skryva v sob& koncept, ktery zarugi, Ze
systém bude funkcni kontinualné (nepftetrzit€). Tj., Ze nenastane situace, kterou v pocitacovych védach oznacujeme jako
uvaznuti (deathlock). Sit’ je ziva, pokud je pro vSechna mozna znaceni je aktivovan piechod (pfechod mtze byt ,.kdykoli
preskoden), neustale tedy dochéazi k vyvoji (evoluci) sité (systému). Ziva sit’ modeluje systém, ve kterém se nevyskytuje
deathlock [2]. Uplatni se naptiklad pii modelovani komunikacnich protokold, operacnich systému atd.
4. Reverzibilita reverzibilni
Petriho sité, sit’ je reversibilni, jestlize pro libovolné dosazitelné znaceni M (n&jaky mozny stav) existuje aktivacni
sekvence S, ktera uvede sit’ do pivodniho zna¢eni M, (pocateéni znaceni).
Jednou z dal$ich diilezitych vlastnosti Petriho siti, na kterou by se nemélo zapominat, je moznost modelovani (a simulace)
konfliktnich situaci (stavil). Pravé o tom kratce pojednava nasledujici odstavec.
Situace, kdy Petriho sit’ modeluje néjaky konflikt, se v odborné literatufe Casto nazyva tzv. efektivnim konfliktem (Bayer,
2000). Je nutné jasné fici, Ze tkolem je konflikt modelovat, ale nikoli vSak fesit (naptiklad pomoci priority pfechodir) [2].
Efektivni konflikt znamena, ze se systém miize vyvijet vice zptisoby, nasledujici ptiklad na obrazku ¢. 7 (podle [2]) ndm
jednu takovou konfliktni situaci pékné ukazuje. Uvedeny ptiklad se mize vyvijet dvéma riznymi zptsoby (M1=(1, 0, 0,
0,1, 1) a M2=(0, 0, 1, 1, 1, 0)). Mzeme si naptiklad predstavit, Ze mista P1 a P3 ptfedstavuji hladové stravniky a misto
P2 predstavu]e jednu por01 obeda to ]e bezpochyby konﬂlktm situace.

O\/Og
“b“

Ll /@\ Q Q /Q /O
m O &
s ‘t-f/ O & = \‘gs)

Obr.¢. 7 — Efektivni konflikt v Petriho siti
Na zavér snad jen dodame, Ze Petriho sit ma mimo jiné i za cil simulovat konfliktni situace a tim
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predchazet problémiim, které se mohou vyskytnout v priibé¢hu vyvoje celého systému.
V zavéru jsou ukazany dva praktické priklady Petriho sité a jejich simulace.
Komunikaéni protokol — prakticky priklad ¢.1
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Synchronizované paralelni procesy — prakticky priklad ¢.2

Priklad modelovani tfech paralelnich synchronizovanych procesi, které se déli o jeden spole¢ny zdroj (napt. vnéjsi

pamétové zatizeni, tiskarna apod.).
1
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13. ALGORITMY VYHLEDAVANIi A DOPLNOVANI

Vyhledani polozky v nesetazeném souboru délky N — vzdy slozitost [1(N), bez ohledu na organizaci
Sefazeni miiZze pomoci:

Organizace s pifimym pfistupem — pole ai < gj proi <;j

Vyhledani umoziuje piistup pilenim intervalu

log2(N) + 1 krokt slozitost ©(log(:V))

2.

Problém je dopliiovani.
Nutno prvky posunout — slozitost O(V)
Sekvencni organizace — spojovy seznam

polozka N
polozka 1 ® /
T polozka 2 ll ./
Nutno prohledat cely seznam vyhledani ma slozitost O(N).
Doplilovani je ale ©(1)
pred @ i | 2OVY ®
__ 3 Z?'Ir.';j???{ jsfdnofnl}’.sinémfku
— a priddni 2 novych
H""‘x‘
za L

Analogicky vynechani.

Proto snaha o lepsi uloZeni dat, kombinujici oba pozadavky:

- Snadné vyhledavani

- Snadné dopliiovani a vypousténi

BINARNI STROM

Podminka: Levy syn pifedchazi pred otcem a otec pied pravym synem
Zpusobi muze byt vice.

a) b) ° o)
TR
= /_i T
k'/f - B T &—// T T e 22
¥ 35 11 35 Ty
N N N N T
5 16 28 0 s 16 2 40 ~—
/\\ I 1 T
27 30 2 30 —

VyvaZeny strom (Dokonale vyvazeny strom)

=pgr Pocet uzli v levém a pravém podstromu kazdého vrcholu se lisi nejvyse o 1

Ze stromil a) b) ¢) v pfedchozim obrazku je vyvazeny pouze strom b)

Umoziuje vyhledavani se slozitosti slozitosti ©(log(N))

VlozZeni a vypusténi je sloZitosti ©(1) — pii uziti smérnikti pouze zména jediného smérmiku
Problém je, Ze po vlozeni (vynechani) miZe (n¢kdy) dojit k narusSeni vyvazZenosti

27 27

‘--""_--- ~h E T
il 35 11 35
- \ o~ ~ / ~ ‘l;,.—-' ~
8 16 28 40 5 18 28 40
& 22 30 Vlozeni 8 do b), které nenaruii vyviZenost 22 ki
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Rekonstrukce nevyvazeného stromu na vyvazeny je pomérne narocna.

Vyzaduje O(V?) operaci.

Proto se Castéji uzivaji AVL-stromy (Adelson Veselsky a Landis)

AVL- strom =pgr Pro kaZdy vrchol se hloubka levého a pravého podstromu lisi nejvyse o 1.

Tato podminka je slabsi nez dokonald vyvazenost. Kazdy vyvazeny strom je AVL- strom, ne naopak. Ptiklad AVL-
stromu, ktery neni vyvazeny:

2z
— AE“H.
11 aE
N |
5 18 28
|
2

Minimalni pocty vrchold, které obsahuje AVL-strom jsou dany Fibonaciho posloupnosti.

Proto se AVL-stromtim fika téz Fibonaciho stromy.

Vyhledavani v AVL stromech ma stale sloZitost ©(log(:V))

Doplnéni prvku mtize (nemusi) opét vlastnost AVL narusit.

Na rozdil od vyvazenych stromi je vSak naprava mnohem jednodussi.

Provede se tak zvanou rotaci, ktera vyzaduje presmerovani nejvyse 4 smérniku. - ©(1).

Slozitost doplnéni i vypusténi, véetné napravy na AVL-strom je tedy O(log(N).

Uzivaji se i obecnéjsi vyhledavaci stromy nez bindrni

Polozky ukladame jako listy stromu. Vrcholy stromu, které nejsou listy oznacuji skupiny polozek, jejichz klice jsou v
ur¢itém rozmezi.

(a, b) - STROM =pgr Kazdy vrchol, ktery neni listem ma asponi a a nejvyse b syna.

Ma-li vrchol m naslednikl, je ur€eno m — 1 hrani¢nich hodnot A < hy < ... < hy, podle kterych se rozhodne jak
pokracovat na zaklad¢ hodnoty klice:

Klic < h < Klid < hy < Klid < I3 M1 < klic
Velmi uzivané jsou (2, 3)-stromy
Vyhledavani a dopliiovani u nich ma slozitost ©(log(N)
Pro vyhledavani objekti v roviné mize byt

g TS O g eodiay T J_fErgrje% N ¢ vhodny 4-strom (4, 4) - strom quadtree
R = Iy ) ) | D P g LRralov 2
o | £ b el B 7 || e | . A
N e = -.-:I!”ufi; 0 e R
- \\

Pardublceb‘“\\\._ k X ‘:’
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14. RAZENI (SORT)

Razeni = uspofadavani — nevhodné ,,tiidénic.

Radime podle hodnoty klice (Cislo nebo abecedné ¢i jiny ordinarni typ).

Musi jit o slabé uspotadani klict.

Vzestupné / Sestupné ... Teorie je analogickd. Budeme uvazovat dale jen vzestupné.

Déno N prvki: ay, ay, ..., ax

Jde o nalezeni tak zvané fadici permutace P mnoziny Cisel {1, 2, ... N}, aby ap1) ~ape) ... ~apn) respektive jde-li o ¢isla

ap1)y = ape) < ... < apey.

Omezime se pro jednoduchost nadale na oznaceni preference < i kdyz casté€ji fadime celé zdznamy podle jedné nebo vice

¢iselnych polozek. Uzivat — by bylo ,, Cistsi ™.

Nékdy je vhodné aby pfi fazeni u prvki se stejnou hodnotou kli¢e nedochazelo k ptehazovani — tak zvané stabilni Fazeni.

Vhodné chceme-li stavajici sefazeni zachovat u prvki se stejnou hodnotou nového fadiciho klice.

Dva zakladni postupy:

RAZENI  Adresové — na zakladé kli¢e se uréi umisténi v sefazené posloupnosti. Varianta je tak zvané piihradkové
fazeni — na zakladé klice se zatfidi do ptihradky, poté se piihradky znovu roztfidi na ptihradky nizsi
urovné... +Jerychlé. Lze se ptiblizit linearni sloZitosti. — Musime znat udaje o rozloZeni kli¢h. Jinak
plytva mistem.

Asociativni — kli¢e navzajem porovnava a polozky ptehazuje  + Je univerzalni. Umi tadit ,,na mist€¢* (in situ.)
— Minimalni teoretickd slozitost je O(n . log(n)), jednoduché algoritmy maji sloZitost ©(n’).
Hybridni — kombinuje oba pfistupy. Adresove roztiidit do prihradek, poté uvniti piihradek asociativné dokoncit fazeni.

ASOCIATIVNI RAZENI

Hodnoti se poctem potiebnych porovnani klict.

Metoda hrubé sily: Generovani vSech permutaci postupné a kontrola zda je splnéna podminka sefazeni.

PROLOG:

% procedura del vynechd postupné vSechny prvky seznamy.

del (X, [X|T], T]l. % vynech hlavu

del (X, [H|T], [H|NoveT]) :- del(X, T, NoveT). %nebo néco z téla

% procedura permut postupné generuje v3echny permutace seznamu tak, Ze

vynechd postupné vsechny prvky, did je na prvé misto jako hlavu a ostatni

prvky téla libovolné permutuje.

o\

o

permut ([ 1, [ 1). % V prazdném seznamu neni co prehazovat

permut (L, [X|PT]) :- del(X, L, T), permut(T, PT).

% Procedura serazen testuje, zda je seznam Cisel serazen vzestupne.
serazen ([ ]).

serazen([ ]). % Prazdny a jednoprvkovy urcité sefazen jr.

serazen (([X|[Y|T]]) :- X =< Y, serazen(T). % Jinak je treba aby

% prvy prvek (hlava) byl nejvyce roven druhému a cely zbytek, poc¢inaje
% druhym prvkem byl rovnéZ setazen.
hloupy sort(List, Slist] :- permut(List, SList), serazem(SList).

Q

% Budeme tak dlouho seznam permutovat, aZz nam vyjde sefazeny.
Slozitost je O(N!) = nepouZitelné.
Pro asociativni fazeni se uziva princip ,,rozd¢l a panuj“ — Divide et impera — Divide and conquer.
OBECNE SCHEMA POSTUPU ROZDEL A PANUJ:
1. Uloha se rozdéli na dvé ¢asti.
2.V kazdé c¢asti se uloha vytesi samostatné (pfipadné rekurzivnim volanim téze procedury).
3. Z obou Casti se vytvoii spolecné feseni.
? ??1 - Jak ulohu rozdélit? Analyticka Cast
72 - Jak dat fe¢eni dohromady? Syntetickd Cdst

T—_  ROZDELIT [NEVYROVNANE VYROVNANE
T~ JAK? |[1:N-1 Pokud moZno na poloviny
KDE JE PRACE 77—
V ANALYTICKE CASTI |Razeni vibérem | Razeni rozdélovanim
selectsort, bublesort, B(N")
heapsort (halda) quicksort
V SYNTETICKE CASTI Razeni vklidinim Razeni slévanim
Insertsort, (E)L-“vrjj (zatiid’ovanim)
Uprava s klesajicim krokem
Shellovo iazeni mergesort
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Razeni vybérem:

Selectsort : vyber minimum, pak minimum ze zbytku, ... .

N-D+N=-2)+...+1=N.(N-1)/2porovnani ................ Slozitost O(N2).

Bublesort (bublinkové tazeni) : v pesimistickém 1 primérném piipad¢ potiebuje téz O(N2) porovnani. Vyhodnéjsi je
pouze v pripad¢ ,,prettidénych® dat (s malo inverzemi).

Dokonalejsi varianta fazeni vybérem je heapsort (tfidéni haldou)

O droved

© dravef -
—

- N
A‘/ \"A
25 29 30 33 28 36 34

A lrovef 4C
A Groved | 34 | | a8 | | 44 |
-15‘24 2 ‘23'25 29|30‘33 28‘36|34‘4CI3“39‘44‘
Uravef s} - z 3 4

Razeni probiha takto:
1. Vytvofi se halda — slozitost O(N . log(N))
2. Odebere se vrchol, nahradi se novym prvkem a ten se ,,necha propadnout do haldy*, tedy halda se rekonstruuje. Na
rekonstrukci haldy je tfeba nejvyse log(N) porovnani, kde N je pocet prvkl v haldé. To umoziuje setadit i vétsi objem dat
nez je v operacni paméti. Slozitost jednoho kroku je O( log(N)).
Celkova slozitost je O(V. log(V))
Razeni vkladanim:
Insertsort: Prochazime sekvencéné jiz sefazena data a zafazujeme nové prvky (cykl nebo rekurze). Opét tieba (N — 1) + (N
-2)+...+1=NI[I(N-1)/2 porovnani.
=>SloZitost O(NV?).
Vkladani s klesajicim krokem
Pti vhodné organizaci dat, napf. vyvazeny binarni strom nebo AVL-strom, Ize misto kam prvek zaradit nalézt za log(N)
porovnani kli¢t. Slozitost je pak O(N . log(N)).
Oblibena varianta na tomto principu, upravend pro praci s polem je znama pod nazvem Shellovo fazeni — shellsort.
Razeni rozdélovanim - quicksort
Princip:
1. Vybere se prvek — pivot
2. Data se rozd¢li na ta s klicem — s mensim nebo rovnym klici pivotu — M
— s kli¢em vét§im nez pivot — V.
Vysledné potadi je M, pivot, V
3. Krok 1 se opakuje pokud nejsou ¢asti prazdné nebo jednoprvkoveé.
Casova slozitost jednoho rozdé&leni podle jednoho pivotu je linedrni — O(N)
Pokud jsou vzdy mnoziny M a V ,,skoro stejné velké je tteba O(log(N)) krok.
Pokud je jedna z mnozin M a V vzdy prazdna, je tfeba N kroka.
=Pesimisticka sloZitost je O(V?). Tento nepiiznivy piipad nastane, jsou-li zadana data jiz sefazena nebo sefazena
opacng.
Primérna slozitost je v§ak O(N . log(N)). Jde o velmi rychly a oblibeny algoritmus tazeni.
Dilezité je zabranéni neptiznivého piipadu.
Zajisténo, pokud se za pivota zvoli median. Median se v§ak hleda obtizné.
Proto se misto medianu voli ¢asto aritmeticky primér a rozdéleni je podle n¢;.
Ptipadné se vybere nahodné nékolik prvki a pivot je median ¢i pramér z nich.
(Préaces primérem neni vzdy 100 % spolehliva — primér se mtize od medianu dost liSit.)
Razeni slévanim
Zalozeno na slévani monotonii = vytvareni sefazené posloupnosti z dvou (vice) sefazenych.
Princip slévani dvou posloupnosti:
Porovnaji se vzdy oba nejmensi prvky v obou posloupnostech.
Mensi (jsou-li si rovné tak libovolny) se vybere, zatadi a ukazatel v ni se posune.
To se opakuje, dokud se jedna z posloupnosti nevyprazdni.
Jakmile k tomu dojde, zatadi se cely zbytek druhé na zavér.
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Slozitost je slévani je pouze O(N).

17 19

10 15

th
=]

~1 th
'\ FAY
w

5,7,9,10, 15,17, ...

Princip fazeni slévanim:

1. Je-li posloupnost jednoprvkova, konci. Jinak rozdél posloupnost na 2 stejné¢ dlouhé nebo lisici se rozmérem o 1.
2. Obe¢ posloupnost sefad’ rekurzivng touz procedurou.

3. Slej ob¢ sefazené posloupnosti v jedinou.

Pro realizaci algoritmu je potieba log(N) krokt slozitosti O(V).. = SloZitost celku je OV . log(V)).

Nevyhoda: Algoritmus nepracuje in situ (je zapotiebi dvojnasobnad pamét).
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15. LINEARNi ALGEBRA

Maticova algebra (Casté v ekonomickych a planovacich aplikacich)

a4 K a,
Y= a, a,, K a,, —(a j:l,K,n)_(a )
- K T iz m )T Vi
am,l am,2 K am,n

Scitani matic (analogicky od¢itani) C = A + B <pgr aij + bi.j = ci,j

Deterministicka i nedeterministicka slozitost je:

Linearni vzhledem k poctu prvka matice.

U ctvercovych matic kvadraticka vzhledem k fadu matice.

Nelze zlepsit.

Nasobeni matic

Soucin matic 4 . B je definovan tehdy a jenom tehdy, je-li prva matice typu (m, n) a druha typu (n, p), tedy kdyz pocet
sloupcii prvé matice je tyz jako pocet fadkti druhé matice.

Vysledny soucin je matice (m, p) a pro prvky soucinu C = (c;;) plati: ¢ ;= Z a,, b
k=1

Kazdy prvek sou€inu je tedy skalarnim sou€inem r(4) . c¢(B) vektorl r(A4) a c{(B). Skalarni soucin Ize ziejmé¢ vypocitat v
ase O(n). Casova slozitost nasobeni matic je tedy O(m .n . p).

Ctvercové matice typu (, n), kterym fikame také matice fadu n, Ize tedy p¥imo podle definice nasobit s ¢asovou sloZitosti
O(n*), oviem pokud za miru rozsahu vstupu algoritmu vezmeme #4d n. Pokud bychom za rozmér vstupu ¥ brali skuteény
pocet je slozitost O(n*?).

Pokus vylepsi slozitost uzitim rozd¢l a panuj:

4 B\(E F) (AE+BG AF+BH

¢ p\G H) \CE+DG CF+DH
nevede k cili. Je tieba 8 nasobeni matic polovi¢niho fadu. log28 = 3 = slozitost vzhledem k fadu matice je op&t O(n’).
Strassen:

A B\(E F S +8,-8§,+8 S, +S

, o £ ,kde S =(B-D).(G+H),S,=(A+D).(E+H), S,=
¢ D)\G H Se+S; S, =8, +8,-5,

(A-C).(E+F),S,=H.(A+B),S,;=A.(F-H),S,=D.(G-E),S,=E.(C+D).

Pro vypocet souinu potiebuje jen 7 ndsobeni matic (na ukor 8 s¢itani navic).

Algoritmus ma slozitost @(n1°g27) B@(N 2’81“'). Tedy lepsi!

(wlepsit lze az pti rozkladu na 70 blokl. Zatim nejlepsi vysledek, ziskany daleko slozit&jsim postupem je O(n

Vyhoda téchto algoritmi se projevi az u extrémné rozsahlych matic.

Soustavy linearnich rovnic

apy - X1 + an . X2+ ...+ Ain.Xn = b]

Q. X1t axy. X2+ ...t axy. Xa=by

2,376...
).

Aip X1 T anp. X2+ ..+ app. Xn =Dy
. , Cr vy . . « .. i=1,...,
lze v maticovém vyjadfeni formulovat jako problém pro danou ¢tvercovou matici 4 = (ai I,)f 1 " a vektor b = (by, by, ...
. = n

,,,,,

b,) nalézt vektor x = (x1, xo, ... xy) takovy, ze A . x = b, kde vektor b pravych stran a hledany vektor neznamych jsou
povazovany za matice fadu (n, 1) o n fadcich a jediném sloupci (,,sloupcové” vektory).

Vypocet pomoci determinant (Crammerovo pravidlo) ma slozitost #! = je nepouZitelny.

Eliminacni metoda FeSeni:

Transformuje matici 4 elementarnimi Upravami na jednotkovou. Uziva se:

- Vynasobeni libovolného fadku matice nenulovym cislem.

- Pficteni nasobku libovolného fadku k jinému fadku.

- Zaména potadi (prohozeni) libovolnych dvou radkt.

Tyto operace jsou vSechny slozitosti ©(N). Pro vylouceni jedné proménné je tieba je provést se zbylymi N — 1 fadky. To
je potieba pro kazdou z N proménnych.

= sloZitost eliminace je O(V'), kubicka vzhledem k f4du matice.

Vyhledani pfesného feSeni rychlej§im algoritmem mozné neni. Vypocet 1ze vSak Casto urychlit iteracnimi algoritmy,
kterymi se 1ze k pfesnému feSeni libovoln¢ priblizit.
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Jeden krok iterace ma Gasovou sloZitost obvykle O(N?), je totiz nutné vektor, ktery je odhadem feSeni nasobit celou
matici.

Zda je itera¢ni metoda vyhodngjsi zalezi na tom, zda se feSeni pfiblizime dostate¢né v poctu krok, ktery s fadem matice
roste vyrazné pomaleji nez linearné. Aby bylo dosaZeno vysledné ¢asové slozitosti vyhodnéjsi nez O(V°).

Nevyhodou itera¢nich metod mize byt, ze pro jejich konvergenci musi matice spliiovat nékteré dodateéné podminky. Ty
nemusi byt splnény vzdy. Metoda pak nemusi konvergovat.

Na stejném principu se urcuje inverzni matice.

Aplikuje se eliminace na matici

a, a, K a,10K0

a,, a, K a,,01K0

K

a

A=

K a, 00K

m,2 m,n

a

m,1
Po eliminaci ziskame matici (E, 4™).

= slozitost inverze je O(/V3), kubicka vzhledem k Fadu matice.

Vypocet pomoci vzorce s determinanty je opét nepouzitelny. Ma slozitost n!.

Ulohy linearniho programovani

Je specialni variantou obecng&jsi optimalizacni tlohy:

Obecna optimalizacni tiloha:

Nalézt maximum (minimum) dané funkce pfi danych omezenich (na dané mnozing).

Omezeni jsou urCena splnénim danych M predikath (podminek).

U linearniho programovani je oborem hodnot n-rozmérny vektorovy prostor On:

Veskeré omezeni jsou urcena linearnimi neostrymi nerovnicemi nebo rovnicemi.

Tedy podminkami typu:

ayx taxxt...tagx, O b,

kde o nahrazuje nékteré ze znamének <, >, nebo =.

Kriterialni (acelova) funkce, jejiz extrém (pro ur€itost maximum) hledame je rovnéz linearni
Sx1, X2y oy Xn) = Cr1X1FCX0 + .+ Xy

Mnozinou piipustnych feseni (vyhovujicich v§em omezenim) je jak znamo vzdy konvexni (omezeny nebo neomezeny)
polyedr v On, ptipadn¢ prazdnad mnozina.

Z teorie je znamo, Ze pokud ma tato optimaliza¢ni uloha linearniho programovani feseni, potom tcelova funkce nabyva
svého maxima v jednom z vrcholi tohoto polyedru.

Simplexova metoda feSeni spociva v nalezeni jednoho z vrcholii polyedru a postupném piechodu k dal§im vrcholim v
kterych ma ucelova funkce vyssi hodnotu.

Jestlize plati:

- Vsechna omezeni maji tvar linearnich nerovnosti se znakem nerovnosti <,

- vSechny pravé strany nerovnosti b; jsou kladna realna Cisla,

- mezi omezenimi jsou podminky x; > 0 pro vSechnai= 1,2, ..., n,

potom je jednim z takovych vrcholil vzdy bod (0, 0, ... ,).

Po nalezeni vrcholu zkoumame vSechny jeho sousedy a piejdeme do toho z nich, kde je hodnota nejvétsi. Pokud takovy
jiz takovy vrchol neni, nalezli jsme maximum.

(To ovsem plati jen za ptedpokladu, zZe jde o linedarni problém, ne pro obecnou optimalizacni ulohu. Tam mize

byt situace slozit¢jsi.)

Pokud ma uloha n proménnych a M podminek (v¢etné podminek xi > 0), je jiste¢ M > n.

Kazdy vrchol polyedru je prisec¢ikem n podminek vybranych z M danych. Naopak to sice neplati, ale lepsi obecné platny
odhad poctu vrcholti polynomu nemame.

Musime tedy pocitat s tolika vrcholy, kolik je moznych kombinaci jak vybrat n prvki z M danych. To je Comb(M, n) =
M/ ((n! . (M—n))).

Tato funkce vzhledem k M roste rychleji nez jakakoliv mocnina M.

V pesimistickém pripad¢ tedy algoritmus simplexové metody neni polynomialn¢ slozity.

V praktickych ptipadech viak vétSinou urcime optimum v ptijatelném Case.

Uloha celotiselného linedrniho programovani je NP-iiplny problém.

Pro nelinearni programovani (konvexni p.) se uzivaji vétsinou ptiblizné (gradientni) postupy.
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16. ALGORITMY ZALOZENE NA PRINCIPU HOROLEZCE, HLADOVE ALGORITMY

Tento rozsahly a rtiznorody soubor algoritmtl je zaloZen zhruba na myslence provést v kazdém okamziku takovou akci,
ktera zajistuje co nejveétsi okamzitou (lokalni) vyhodu.

Obecné se uziva pro feseni optimalizacnich tloh.

Obecna optimalizac¢ni uloha:

Nalézt maximum (minimum) dané funkce pii danych omezenich (na dané mnozin¢€). Pro urcitost v dal§im hledame
max. Pro min je v§e obdobné.

Postup miize ale nemusi vést k cili.

Vzdy je nezbytné ovéfit (dokazat), ze dana varianta postupu v daném specialnim ptipadé nalezne opravdu (globalni)
feSeni tlohy.

Priklad:

Uloha vybéru maximalniho potu aktivit ze zadanych astecné se prekryvajicich aktivit.

Déno M aktivit, kazda ma sviij zacatek a konec.

Trvaji od z; do k;, zaplni uzaviené intervaly <z, k>,j =1, ... , M.

Ukol: Vybrat jich co nejvice aby se nepiekryvaly (i konec jedné musi predchazet zagatku dalsi)

Reseni hrubou silou: Postupné pro N =1, 2, 3, ... vietfovat viechny podmnoZiny aktivit o N prvcich a zjistovat, zda se
neptekryji. Posledni usp&sny vybér je fesenim

Slozitost teSeni hrubou silou neni polynomialni, ale v pesimistickém ptipadé exponencialni.

VARIANTA RESENI ULOHY ¢&. 1: Budeme vybirat postupné vzdy ty nejkratdi z dosud nevybranych, které se
nepiekryvaji s zadnou jiz vybranou (optimaliza¢ni tivaha : aby nam zbylo co nejvice volného ¢asu pro vybér dalsich.

-

Nemusi vést k optimalnimu redeni ilohy B(V - log(V))
VARIANTA RESENi ULOHY ¢&. 2:
Vybiram postupné aktivity, které kon¢i co nejdfive z téch, které za¢inaji pozdé&ji nez vybrané.

5
Lze dokizat, Ze k optimadlnimu vybéru vzdy vede OV - log(V))
Jiny priklad na to, Ze hladovy princip miZe zklamat
NP-tplna ULOHA O BATOHU:
Déano N usptadanych dvojic kladnych ¢isel (v, ¢1), (2, ¢2), ... , (N, ¢n) @ kladna Cislo V. Ukol je vybrat takovou
podmnozinu B mnoziny {1, 2, ... , N}, aby byl soucet Z ¢, maximalni pfi zachovani omezeni Z v, <V.
jeB JjeB
Jak v batohu do kterého se vejde jen V odnést ptedméty co nejvyssi ceny, jsou-li jednotlivé ptedméty ned¢litelné?
Pro ulohu neni znam efektivngjsi algoritmus, neZ prozkoumat viech 2" podmnozin mnoziny {1, 2, ... , N} (vSechny mozné

vybery, které v batohu unesu a vybrat nejvyhodnéjsi).
Je dokazano, Ze problém je NP-uplny. Kdybychom znali polynomialni algoritmus jeho feSeni, uméli bychom na tento
problém transformovat v polynomialnim case a téZ v polynomialnim Case vyfesit vSechny nedeterministicky polynomialni
(tedy v polynomialnim ¢ase kontrolovatelné a vyuzitelné) problémy.
Navrhnéme dvé heuristiky zalozené na hladovém principu:
H1 Vybirame postupné vzdy ty nejcennéjsi dosud neumisténé predméty.
H2 Vybirdme postupné predméty, které maji nejlepsi ,,mérnou hodnotu®, pomér ceny k objemu, tedy c;/v;.
Uved'me ptiklad:
Unesu 25 kg -V
Mohu si vybrat z:
A: Cena 100 penéz, vazil2kg &,33 penézzakg
B: Cena 100 pen¢z, vazi 12kg 8,33 penézza kg
C: Cena 180 penéz, vazi 15kg 12,0 penézza kg
D: Cena 190 penéz, vazi20kg 9,5 penézzakg
H1 - veli dat do batohu D. Pakuj nic dal$iho neunesu. Odnesu si véci za 190 pen¢z
H2 - da jesté horsi vysledek. Odnesu si jen C za 180 penéz.
Kdybych vzal A a B, byl bych na tom lépe. MEl bych zisk 200 pencz.
Spojity piipad — GRADIENTNI METODY (princip horolezce)
Hleda se maximum hladké (spojité parcidlni derivace) funkce N proménnach f{x1, x2, ... , x/V) na uzaviené¢ podmnoziné
RV
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Pokracujeme vzdy smérem nejvétsiho spadu, v postupnych krocichj=0, 1,2, ... .

Ten je urcen vektorem grad f(x)= (8f(x) , o (x) 8f(x))

ox, ox, | oxy

Problémem mutize byt volba délky kroku.
Postup mize skoncit v lokalnim maximu, které neni globalnim maximem.
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17. OPTIMALIZACE NA GRAFECH (HLADOVE ALGORITMY)

Algoritmy zaloZené na principu horolezce, aplikovany na diskrétni ulohy se nazyvaji ¢asto hladové algoritmy.

V aplikacich z oblasti ekonomie a fizeni jsou typickymi ulohami tohoto typu optimaliza¢ni problémy na grafech.
Uvedeme vybér nékolika typickych zakladnich tloh tohoto typu.

Kazda z iloh ma fadu modifikaci.

Problém optimalni cesty mezi vrcholy grafu

Je dan neorientovany nebo orientovany souvisly graf, hranové ohodnoceny nezdpornymi Cisly a dva jeho vrcholy (u
orientovaného grafu je uréeno, ktery je pocateéni a ktery cilovy). Ukol je nalézt (orientovanou) cestu mezi nimi, takovou,
aby soucet ohodnoceni hran na této cesté byl minimalni (ze vSech cest, které tyto vrcholy spojuji).

Pod ohodnocenim hran si lze piedstavit:

vzdalenost, (hledame nejkratsi spoj),

Cas potiebny na transport, (hledame nejrychlejsi spoj), o

cenu piepravy, (hledame nejlevnéjsi spoj), ohodnocent cesty

apod. w=p rmin

Lze si predstavit Ze ohodnoceni znamena napiiklad i spolehlivost uspéSného pi‘enosu dat. V tom piipadé ovsem pii
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pfenosu ¢i prepravy hranou h;, bude procentualni pravdépodobnost chybného pienosu po cesté vy, hy, vo, hy, ..., hyy, vy
n-1
rovna 100 H (x . /100 ) Tuto hodnotu musime minimalizovat, abychom ziskali nejspolehlivéjsi cestu.
k=1
Pfi vypoctu ohodnoceni cesty tedy musime operaci scitani Cisel y v tomto ptipadé nahradit jinou operaci skladani
ohodnoceni hran.
V piipadé, kdy ohodnoceni pfedstavuje omezeni kapacitu jednotlivych hran bychom pii hledani (jediné) pienosové
cesty s nejvetsi kapacitou misto souctu museli uvazovat minimum.
Reseni hrubou silou by spo¢ivalo ve vypo&tu ohodnoceni viech cest od zacatku do cile.
Vybrat vSechny podmnoziny mnoziny M vrchol, vyloucit ty, které netvofi cestu a vybrat cestu s minimalnim
ohodnocenim ma slozitost 2™), vy3etfovat viechny permutace vrcholii nejméné ®(M!). Obé je nepouZitelné. Dijkstrav
algoritmus (na hladovém principu): Optimalni cesty se hledaji nejprve v blizkém okoli vychoziho vrcholu. Toto okoli se
postupné rozsifuje, az se dostaneme do cile.
Kazdy vrchol ma docasné a trvalé ohodnoceni (ohodnoceni nejkratsi cesty z pocatku do néj)

T 1

Doc-ohod Trv-ohod

Nejprve ziskaji viechny vrcholu kromeé poéatku p Doc-ohod = =c. Trv-ohod(p) =0

Lze-li si z posledné ziskaného vrcholu s trvalym ohodnocenim zkratit cestu, do
nékterého z jeho sousedh opravi se doéasné ohodnoceni téchto sousedi.

Do toho (téch) vrcholu, ktery m4 ze viech doéasné ohodnoceni nejnizéi. jiz
uréité kratii cesta nevede. Jeho doéasné ohodnoceni tedy prohlasime za trvalé.

L=

Opakujeme, dokud jsme neziskali pro cilovy vrehol trvalé ohodnoceni.

Pti algoritmu se kazda hrana v grafu vysetfuje pouze jednou.

Neorientovany graf s M vrcholy mé nejvyse M - (M — 1) / 2 hran, orientovany nejvyse M” orientovanych hran.)

Slozitost Dijkstrova algoritmu pro graf s N hranami a M vrcholy je tedy O(N), ¢ O(M?).

Poznamenejme, Ze pro tento algoritmus je poZadavek, aby hrany byly ohodnoceny kladnymi &isly (pii hledani
minimalné¢ ohodnocené cesty) je podstatny. Zarucuje ukonceni cyklu v Dijkstrové algoritmu.

Problém minimalni kostry souvislého ohodnoceného grafu

Problém: Je dan neorientovany, hranové ohodnoceny souvisly graf G. Kostra (n¢kdy téz napnuty strom) grafu G je
jeho faktor, tedy podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy grafu G, je souvisly a neni v ném Zadny cyklus. Kostra je
ziejmée strom. Kazda jeji hrana je most (jejim vynechanim jiz ziskdme nesouvisly podgraf). Ma-li graf G M vrcholt, ma
jeho kostra téZ M vrcholti a M — 1 hran.

Ukol je nalézt ze viech koster grafu tu, ktera ma minimalni sou¢et ohodnoceni hran.

Ohodnoceni mtize znamenat (jako u nejkratsi cesty): délku, cenu, pravdépodobnost poruchys, ....
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Vyznam:

Nejlevnéjsi dopravni sit’.

Reseni hrubou silou: Generovat viechny podmnoziny mnoziny viech hran grafu G o M — 1 prvcich. Vylouéit ty, které
netvoii kostru, ze zbyvajicich vybrat minimalni. Ma-1i graf M vrcholti a N hran, je takovych vybéri Comb(N, M — 1) =
NI/ (M-D!-(N=M+ D).

Algoritmus nema polynomialni sloZitost = je nepouzitelny.

Nepomohlo by, ani kdybychom uméli snadno generovat piimo kostry. Uplny graf o M vrcholech ma MM ~*koster.
Analogie Dijkstrova algoritmu je tak zvany Priamuv algoritmus.

Pracuje opét na principu hladovych algoritmt. ,,Délej to, co piijde momentalné nejlevnéji

|¢¢

Jeho princip je:

Vyber libovolny vrchol grafu a zaiad’ jej do mnoziny jiz propojenych vrchola.

Vyber hranu s nejmensim ohodnoceni, ktera vede z nékterého z dosud
propojenych vreholi do libovolného vrcholu, ktery dosud propojen neni.dosud
propojen neni.

¢

Algoritmus ma M kroki. V kazdém z nich je tieba zkoumat dosud nepropojené vrcholy. Ma sloZitost @(M?).

Zajimavy algoritmus navrhl v roce 1926 cesky (moravsky) matematik Prof. Bortivka, tehdy jest¢ bez jakéhokoliv
zaméteni na pocitace a jejich programy.

Dnes je ve svété¢ znam (nezaslouzen¢) jako ,,Kruskaltiv algoritmus®

Princip Bortivkova algoritmu pro minimalni kostru:

Opakuyj dokud existuji néjaké dosud nepropojené vrcholy.

1. Sefad viechny hrany grafu vzestupné podle jejich ohodnoceni do posloupnosti.

2. WPyjdi od ,, nejkratsi* hrany, postupuj v poradi jejich délek a postupné vytvdiej les

~—___Vede zafazeni nejkratdi z nevybranych hran k eyklu? _—

ANO T _— NE

Hranu nezafad’, pokra¢uy daléi hranou T Zarad hranu do kostry

t Opakuyj, dokud neni do kostry zafazeno N — 1 hran (dokud z lesu nevznikne strom)

Prvy krok ma pfi uziti vhodného algoritmu fazeni slozitost @(N - log(N)), kde N je pocet hran grafu G.

Ze slozitosti druhého kroku miize byt problém. Pii ,,ru¢ni* realizaci algoritmu je zda cyklus vznika ¢i nikoliv vidét ,,na
prvy pohled. S algoritmizaci tohoto ovéfeni mtze vSak byt mensi problém. Je tieba vést evidenci o jednotlivych
postupné vznikajicich souvislych komponentach vznikajici kostry (stromech v lese). Pokud se informace o vrcholech v
jednotlivych komponentach ukladaji v binarnich vyvazenych stromech (eventualné AVL-stromech), 1ze o jednom
zafazeni rozhodnout a informace aktualizovat v ¢ase O(log(M)). Tedy cely cyklus 2. ma slozitost O(M - log(M)). To je
nizsi nez krok 1.

Celkova slozitost Bortivkova algoritmu je tedy ®@(N - log(N)), kde N je pocet hran grafu.

Otazka: ,,Ktery z obou algoritmi je vyhodn€js$i? PriamGv, ¢i Boravkav?*

Tézko dat jednoznac¢nou odpovéd. Situace je typickd. Vznika Casto v ptipadech, kdy je pro tyz problém k dispozici vice
algoritmd.

Je-1i M pocet vrcholil souvislého grafu G a M pocet jeho hran, plati vzdy:

M-1<N<M-M-1).

Dolni meze je dosazeno, je-li G strom.

Horni meze je dosazeno, je-li G Gplny graf.

= Pro ,fidké“ grafy je vyhodné&jsi algoritmus BorGvklv, pro ,.husté* grafy algoritmus Priamuv.
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Problém maximalniho toku v siti
Problém: Je dan orientovany graf, hranové ohodnoceny kladnymi ¢isly. Tato Cisla maji vyznam maximalniho mozného
toku hranou (propustnost hrany). Jsou vymezeny dva vrcholy:
e Zdroj z.
* Spotiebi¢ (ponor) s.
Hledame maximalni moZny souhrnny tok ze zdroje k spotiebici, ktery je mozny, aniz by byla piekrocena maximalni
kapacita jednotlivych spoju (hran v grafu).
Predstava a aplikace muze byt tok né¢jaké materie (ropy, plynu) potrubim, zboZzi v dopravni siti, dat v komunikaéni siti
apod.
Graf lze pro jednoduchost povazovat za tplny. Pokud vrcholy spojeny hranou nejsou, doplnime hranu s kapacitou 0.
Je-li V mnozina vrcholi grafu, Ize tok charakterizovat realnou funkei f, definovanouna V x V.
f(u, v) oznacuje objem toku z vrcholu u do vrcholu v. Pro tuto funkci musi platit:
» Antisymetrie: f(u, v) = —f(v, u).
* Pro v8echny vrcholy u, s vyjimkou zdroje a spotfebice Kirkhoffiv zakon: Z f(u,v)=0 (,) (Co tam pfiteklo, to taky
vel
odtud odtece).
* Je dodrzeno kapacitni omezeni f(u, v) < c(u, v) .
Ukol je maximalizovat tok od zdroje k spotfebi¢i, tedy souéty z f(z,u)= —Z f(u,s)
uelV uel
Uloha miize mit varianty napfiklad varianta s roz§ifenim o dolni omezeni toku kazdou hranou nebo tloha o cirkulaci
(neni zdroj a spotiebic, Kirkhoffiiv zakon plati pro kazdy vrchol).
Jiné zobecnéni: uloha s vice zdroji a/nebo vice spotiebici.
Nékteré pojmy:
Jestlize je f tok siti a ¢ je kapacita hrany, pak ¢ — f se nazyva zbytkova (residualni) kapacita. V pfipad¢ zaporného toku
hranou mtize byt zbytkova kapacita vétsi nez byla ptivodni kapacita.
= V dalSim kroku se pracuje se zbytkovym (rezidualnim) grafem
Cesta z z do s je nasycena, pokud ve zbytkovém grafu jiz cestu netvofi. (Nelze jiz nic tou cestou poslat navic).
Forduv a Fulkersonuyv algoritmus ieSeni:
1. Za¢neme nulovym tokem.
2. Pokud existuje néjaka nenasycend cesta z z do s, ur¢ime hranu na této cesté, kterd ma nejmensi kapacitu a o tuto
kapacitu zvySime toky po této cesté. Cestu tim nasytime a ur¢ime zbytkovy graf. Tento bod opakujeme, dokud existuji
néjaké nenasycené cesty. Pokud jsou jiz vSechny cesty nasyceny, mame jiz dosazen maximalni tok siti f*.
Tento ,,algoritmus® neni formulovan deterministicky. Nenasycenych cest mize totiz byt vice. Je tfeba doplnit n¢jaké
kriterium vybéru nenasycené cesty.
Slozitost algoritmu mutzeme odhadnout pro piipad Ze toky a kapacitni omezeni jsou cela Cisla Jsou-li raciondlni, lze
ulohu pfevést na celociselnou (spolecny jmenovatel).
Pti kazdém kroku se tok zvysi aspon o jedna = ¢asova slozitost je O(|f*|).
Skutecna sloZitost podstatné zavisi na volbé nenasycené cesty.
a

_\- ~ I
< | 2
E}N oy
> 1 22
A S

Pii volbé nenasycenych cest z — a — s, z — b— s ziskame fesSeni za 2 kroky.

Pti volbé cest: z—a—>b—s,z—-b—oa—s,z—a—>b—os,z—>b—a—s, ... bude potieba 2 000 000 krokd!

Pro volbu vhodného potadi vybéru z nékolika nenasycenych cest se uzivaji heuristiky.

Heuristika je (nejisté) pravidlo, které ve ,,vétSin€ ptipadi* umozni feSeni nebo usnadni jeho prubeh.

Heuristiky se velmi ¢asto opiraji opét o hladovy princip.

Mozné heuristiky pro vybér nenasycenych cest:

1. Vyber z nenasycenych cest vzdy tu, kterd ma nejvetsi residualni tok! Vedena na algoritmus slozitosti O(N - log(f¥)).
(N je pocet hran v siti.)

2. Vyber z nenasycenych cest vzdy tu nejkratsi! Vedena na algoritmus sloZitosti O(N* - M). (N je poéet hran v siti, M
pocet vrcholii.) Nezavisi tedy na velikosti maximalniho toku.
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Jsou znamy jesté , lepsi® aviak ,.slozit&jsi heuristiky pro vybér nenasycené cesty — slozitosti O(N - M?) &i O(M?).
Na tlohu maximalniho toku lze pievést ne¢které dalsi dilezité problémy.
Jejich feseni ,,hrubou silu“ by mélo nepfijatelnou ¢asovou sloZzitost.

Priklad uziti Fordova a Fulkersonova algoritmu pro postupné nasycovani cest v siti
Aneb: Jak napravit nevhodnou volbu cesty

Znaéeni:
ZDROJ SPOTREBIC

—-

Hrana vybrand pro tok siti

nenasycend hrana o kapacité 1

ostatni vrcholy sité

potencialni hrana s kapacitou 0

Vychozi stav sité

Po vybéru nenasycené cesty

Residudlni sit’ po 1. kroku algoritmu

Tok siti po doplnéni cesty z 2. kroku

Residudlni sit’ po druhém kroku

-

>

v

=¥

Dalsi nenasycena cesta neexistuje.
Vypocet konci.

Problém maximalniho parovani

Problém: Jsou dany dv¢ disjunktni mnoziny A a B a symetricka relace na A U B v niZ jsou pouze dvojice prvki z nichz
jeden lezi v A, druhy v B. Maji se najit podmnoziny A* € A a B* C B s co nejvetsim poctem prvki takové, aby kazdy
prvek A* byl v relaci s jednim a pouze jednim prvkem B*.

Ulohu si Ize predstavit jako problém seznamovaci kanceldfe pro osoby riéizného pohlavi, kde kazdy zadd nezbytné
pozadavky na partnera a ma smysl inicializovat seznameni pouze kdyz jsou tyto pozadavky oboustranné splnény. Ukol je
dat Sanci co nejvice parim.

Jind interpretace je vytvareni tymu pracovnikl dvou rtiznych profesi, kdy ne kazdy je schopen a ochoten spolupracovat s
kterymkoliv partnerem.

Ve formulaci teorie grafii jde o bipartitni symetricky neorientovany graf mnozina vrcholi je A U B, AN B =0 a
neexistuji hrany mezi dvéma prvky z A ani hrany mezi dvéma prvky z B. Hleddme podmnozinu hran takovou, aby zadné
dve nemély spolecny zadny vrchol.

Syt
Reseni Ize na maximalni tok siti prevést tak, ze doplnime dalsi dva ,,umélé“ vrcholy grafu. Zdroj z, ktery spojime se
vSemi vrcholy z A, a spotiebié s, ktery spojime se vSemi vrcholy z B. V§em hranam zadame kapacitu 1 a hledame
maximalni tok touto siti.

Ten ur¢i maximalni parovani. f*=7
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Problém minimalni souvislosti grafu

Problém: Je dan souvisly graf. Otazka je, kolik hran lze v tomto grafu odstranit, abychom meéli jistotu, Ze nebude
narusena souvislost grafu?

Problém ma ziejmy vyznam pro teorii spolehlivosti. Zajisténi funkceschopnosti pii poruchach za cenu pfipadného snizeni
vykonu.

ReSeni:

1. Kazdé hrané (spoji) prifadime kapacitni ohodnoceni 1.

2. Zvolime jako zdroj libovolny vrchol.

3. Jako spotiebi¢ volime postupné vSechny dalsi vrcholy a feSime tak M — 1 uloh o maximalnim toku v siti.

4. Minimum z takto ziskanych M — 1 hodnot maximalnich tokl je minimalni pocet hran, které mohou byt odstranény, aby
zlistala zachovana souvislost grafu.
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18. HEURISTIKY A NETRADICNI POSTUPY

Pokud neni znam algoritmus s pFrijatelnou ¢asovou slozitosti, jsou v principu tfi moznosti:
1. Misto pivodni tulohy Fesit jinou, skromnéjsi, naptiklad hledat misto optimalniho feseni pouze ,,dobré*
feSeni (tfeba nepfili§ vzdalené od optimalniho). To lze pro fadu NP-uplnych tloh.
2. Regit ptivodni ulohu postupem, ktery,,ve vétiné p¥ipada‘ nalezneme ¥eSeni v prijatelném &ase a riskovat,
ze v neptiznivém piipadé bude vypocet nepiijatelné dlouhy.
3. Hledat feseni problému jinym modelem vypoctu neZ je model von Neumanniuv.
Prvé dva nahradni postupy (1. a 2) byvaji zaloZeny na heuristikach.
HEURISTIKA je souhrn empirickych (ziskanych ze zkuSenosti) pravidel a zasad, které ,,funguji ve vétSin€ ptipadi® ,
nedavaji v§ak plnou zaruku uspéchu.
Typickou heuristikou je princip hladovych algoritmu.
Jina Casta heuristika je znama pod nazvem:
Profezavani stromu
Nékdy se algoritmy zalozené na tomto principu nazyvaji téz algoritmy vétvi a mezi (branch and bound).
Vysvétlime je pro optimalizacni ulohu.
Jsou zalozeny na mySlence usporadat vSechna pripustna reSeni do orientovaného stromu, jehoz listy budou vSechna
pripustna feSeni, tedy feSeni odpovidajici omezujicim podminkdm. Vnitini vrcholy stromu budou odpovidat
podmnozindm mnoziny vSech pfipustnych feSeni s néjakou spole¢nou vlastnosti, kterd umozni odhad hodnotici funkce
pro listy v pfislusSném podstromu.
Hledame-li na listech (pfipustnych feSenich) minimum f, pak tento odhad muize byt funkce V(u) takova, ze
Viu) < xen”éi(rul) f(x), kde minimum je pfes vSechny listy podstromu s kofenem u.

Vétve stromu, kde je dolni odhad V(u) nejmensi dévaji ,,nejlepsi Sanci nalézt hledané minimum. Prohledame je tedy

prioritné. Vétve, kde je dolni odhad V(u) vysoky, docasné nebo trvale odiizneme a tato mozna feSeni nebudeme uvazovat.

Docasné odfezani vétve vede na 2. typ nahradniho feSeni, trvalé odfezani na 1. typ.

Pokud touto metodou nalezneme feSeni s ,,pfijatelnou* hodnotou tcelové funkce (i kdyz si nemizeme byt jisti, ze je tato

hodnota optimalni), miizeme definitivné odiiznout ty vétve, kde je dolni odhad vyssi nebo roven dosazené hodnoté.

Na tomto principu pracuje napiiklad Littliiv algoritmus pro hledani Hamiltonovské cesty v grafu. Typ 1. Spravné

ieSeni vZdy nalezne. Casto véas, v nékdy vSak pozdé.

Jiny typicky pripad: Programy na hrani Sacht. Hodnoti pozice a vylucuji ty, které jsou malo nadéjné. Typ 2. V

omezeném cCase nutno rozhodnout vZidy. Obcas v§ak rozhodne Spatné (mize vyloudit naptiklad varianty s docasnou

obéti materialu, vedouci k matu).

Evoluéni algoritmy

Algoritmy se snazi hledat feSeni maximaliza¢ni ¢i minimaliza¢ni ulohy na zaklad¢ analogie ,,pfirozeného vybéru

(Darwinova teorie).

Poznamka: Na minimaliza¢ni (max.) ulohu lze ptevést fadu dalSich problémt. Napftiklad feseni rovnic. Rovnici F(x) = ¢

fesime tak, Ze nalezneme min((F(x) — ¢)?). Je-li 0 mame feseni, je-li nenulové, feeni neexistuje.

Heuristika evoluce:

Darwin: Uspésni (Iépe piizptisobeni prostiedi) jedinci Ziji déle a maji vétsi Sance zplodit potomstvo. Tento vyvoj vede k

zdokonalovani celé populace a k jejimu lepSimu piizptsobeni prostiedi.

Pro problémy, pro které nezname deterministické feseni v piijatelném case:

Formulace pro maximum funkce F. (Pro minimum zcela analogické)

Zvolme odhady maxima nahodn¢. Na zakladé téch odhadi, které maji ,,dobrou®, to je vysokou hodnotu funkce F (funkce

uspésnosti — “fitness*) vytvaiejme analogii biologickych postupt nové odhady. Pfiblizime se tak nejvyssi mozné hodnoté

funkce tspésnosti. (Snaha o napodobeni prirody)

SCHEMA ALGORITMU:

1. Vytvor nahodné vychozi populaci P,, ndhodnym vybérem kone¢ného (dosti velkého) poctu jedincti, bodl z
defini¢niho oboru funkce F, jejiz maximum hleddme. Pro vSechny prvky populace P, vypoéti hodnotu funkce
uspésnosti F. Jeji maximum je nultym odhadem feSeni problému.

.....

2.1 KRIZENI: Vyber z populace nahodn& nebo s preferenci téch jedinct, které maji vysokou hodnotu funkce
uspésnosti dva jedince a vytvor nového jedince s vlastnostmi, které jsou kombinaci vlastnosti obou ,,rodi¢u‘.
2.2 MUTACE: Proved nahodnou zménu nekterych vlastnosti nove vytvorenych jedinct.
2.3 SELEKCE: Vypocti hodnotu funkce uspésnosti pro nové Cleny populace a poté vylu¢ z populace ty nové ¢i
staré prvky, které maji nizkou hodnotu funkce Gsp&snosti, aby populace méla stale ,,zhruba“ stejny pocet ¢lend.
Vypocti nejvyssi hodnotu funkce F jako novy odhad feseni.
Ramcovy algoritmus ma mnoho stupiii volnosti (otazek které nutno dofesit pro konkrétni pfipad a které mohou mit

rozhodujici vliv na uspésnost a rychlost nalezeni feseni):
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- Jak charakterizovat vlastnosti? (Co ovliviiuje hodnotu funkce tispésnosti)

- Jak siln¢ a disledné preferovat tsp€sné jedince pii vybéru pro kiizeni?

- Jak postupovat pii kiizeni?

- Jak velké pripoustét mutace?

- Jak dlouho nechat piezivat staré populace, pokud jsou jedinci uspés$ni?

- Kdy zastavit proces generace novych populaci?

Obecné plati:

O uspésnosti metody nelze dokazat zadné obecné platné matematické vety. VSe velmi zavisi na konkrétnim nastaveni
procesu.

V tad¢ aplikaci bylo dosazeno pozoruhodnych uspéchd.

Nic vSak neni zaru¢eno. Kombinaci vlastnosti ispé$nych jedinci mtize vzniknout netispésny.

Nékteré zkuSenosti:

Omezeni mutaci a dlouhé prezivani ptestarlych mtze proces urychlit, zvysi vSak nebezpeci uvaznuti v lokalnim maximu.
Varianta evolu¢nich algoritmii:

Genetické algoritmy

Jedinec je representovan jako slovo pevné délky nad danou abecedou — chromozém

Funkce tispésnosti zobrazuje mnozinu vSech moznych chromozémi (jazyk) do mnoziny Cisel, zpravidla do intervalu <0,
1>

_ N
Casto F: {0, 13" — <0, 1>, pipadné ,,normalizovan&* F(x) = F(x)/ > F(x,)
Jj=1

Schéma kfiZeni:

((‘L[, cee oy Oy Olpggy onn s (IK) /V((lj, cee sy Oy Br+1, ey BK)

(B], ,Br, Brﬂ’ ee s BK) \A(B], ,Br, Oty vee sy (XK)

pro ndhodné zvolené 1, 1<r <K, pfipadné podle obecnéjsiho schématu

(07, ooy Oy Oy weny Olgy Olgigy vee 50K) | W (O ovey Oy Bty oon s Bss Ostsy ovn ,0K)
(B], ,Br, Br+], ’BS’ BS+1, ey BK) ~a (B], ,Br, Otgy oov 5 Oy, BS+1, ooy BK)
pro ndhodné zvolend r a s.

Mutace je obvykle realizovana jako ndhodna zména chromozému na jiny (opacny).
Neuronové sité

Vychazi z analogie s funkci mozku. Lidsky neuron (velmi zjednoduseno!):

Axon

Symapse

Kratké dendrity tvoii vstup binarnich signalti. Dlouhy axon vystup binarniho signalu.

Synapse jsou navazany na dendrity jinych neurond.

Signaly jsou binarni (neuron je bud’ v klidovém nebo vybuzeném stavu. Uceni probiha tak, Ze se méni vahy jednotlivych
spoju. Co se ukaze dulezité, to se posili, co diilezité neni oslabi.

Analogie — umély neuron (realizovan hardwarové nebo softwaroveé):
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Neuron se aktivuje, pokud vstupy (0 nebo 1) nasobené vahami WV souctu prekroc¢i prahovou hodnotu h.

Vystup umélého neuronu urcuje pienosova funkce neuronu, zvand téz aktivaéni funkce. Nejcastéji se uziva
Heavisidova funkce definovana takto:
0 jestlize £<0

o(§) = , kde §=2wj.xj=2wj,x,—h.
j=0 j=1
1 jestlize §>0
Je-li (&) = 0, fikame, Ze neuron je v klidovém stavu, je-li o(&) = 1, fikame, Ze je ve vybuzeném stavu.
Nespojita Heavisidova funkce byva aproximovana hladkymi sigmoidami

Neurony jsou propojeny do sité:

- Vstupni vrstva

- Vystupni neuron nebo neurony

- Skryté neurony - riizné architektury sité v zavislosti na grafu propojeni neurond.
(obvykle organizovany hierarchicky do nékolika vrstev (1, 2, ... skryté vrstvy)
Jeden neuron dokaze realizovat logické spojky AND a OR:

A}
X M Xp v
o
-1
-3 )q__
— (
Xo
5
2 2 2 s
X X2
. % X 2
Na realizaci operaci, které nejsou linearn€ separabilni je tieba sit’ se skrytou vrstvou.
Realizace XOR:
kS (=) Xa
-3 E
I
(0, 1) (1.1)

5, ®
(©, D}Jr \(1, u)\

Program pro neuronovou sit’ spo¢iva ve vhodném nastaveni vah vSech spoju.
Na rozdil od Ccislicovych pocitacti jsou programy stabilni vzhledem k malym zménam koédu. Maly zmeéna kodu
Cislicového pocitate = zcela jiné chovani programu.

casto
Mala zména vah zméni chovani neuronové sité jen malo.
Faze prace sité:
Organiza¢ni etapa: Stanovi se rozmér sité a jeji organizace (topologie)
Adaptacni etapa: Na zaklad¢ trénovaci mnoziny se upravuji vahy tak aby prace sité¢ odpovidala pozadavkim.
Aktivaéni etapa: Sit’ se vyuziva k vypoctu jiz ,,naucené* sité
V adaptacni etapé¢:
Program se nestanovuje se ,,ad hoc* programatorem ale u¢enim sité. ? Uceni s ucitelem
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Uceni bez ucitele
Uc€eni s ucitelem:
Existuje algoritmus zpétného SiFeni chyby, ktery na zaklad¢ odchylky skute¢ného vystupu od pozadovaného upravi
vahy tak, aby vysledek byl ,,pfisté lepsi“. Uziva se gradientni princip. Je minimalizovana hodnota, kterd udava soucet
druhych mocnin odchylek vysledkt, které dava sit od vysledk, které byly ocekavany.
Uceni bez ucitele:
Podporuje se vytvareni vhodnych shlukti pti rozd€lovani vzortt do disjunktnich mnozin. Uplatiiuji se analogie zakoni
psychologie (Hebb: Shoda v aktivité neurond podporuje vahu spoje).
Uziti Neuronovych siti:
Ptedevsim tam, kde nezname zakonitost (a tedy ani algoritmus feSeni), ale mame pouze zkuSenost s kterymi reakcemi
na ktery vstup jsme spokojeni.
Tam, kde je tfeba rozhodovat na zdkladé kontextu.

TAE TEA

* Rozpoznavani pisma, feci, ... .

* Predikce ¢asovych fad.

» Komprese obrazovych dat.

* Expertni rozhodovani (,,tusim jak se spravné rozhodnout, ale zdiivodnit pro¢ neumim*).

Realizace neuronovych siti je dnes pfedevsim softwarova.
Perspektivné 1ze realizovat pfimo hardware.
Jiné netradic¢ni architektury vypoctu
Paralelni systémy:
Tradi¢ni paralelizmus (vypocetni systémy na principu SIMD, MIMD, multicube, ... ) pro feSeni tloh, kde neni zndm
polynomialné slozity algoritmus p¥ili§ nepomohou.
Je-li K procesorti, zvysi se propustnost systému nejvyse K- krat. Ttidu slozitosti ® to neovlivni.
Jiné fyzikalni, chemické, biologické, ... modely vypoctu:
= Kvantové pocitace: Foton se miize nachazet ,,souCasné na vice mistech” (s rtiznou pravdépodobnosti. Nema
| deterministicky uréenou polohu. To davad Sanci elementdrni castice wuzit pfimo pro modelovani
nedeterministického Turingova stroje ¢i jiného modelu nedeterministického vypoctu. Ve stadiu predbéznych
uvah a neurcitych zdméru
DNA pocitace: Myslenka zalozena se schopnosti fetézci aminokyselin DNA vytvaret masivn¢ vlastni kopie
paraleln€é. Vypocet by byl realizovan jako biologicky experiment. Pokud se aminokyseliny spoji do vhodného
fetézce, lze jej povazovat za feSeni tlohy.
Lepsi perspektivu skytaji mozna peptidy (12 bazi misto 4 bazi u DNA).
Ve stadiu predbéznych tvah a neurcitych zaméra
Chemické pocitace (reakéné difusni modely vypoctu): Data jsou reprezentovana riznymi koncentracemi
chemikalii na vstupu. Vypocet je modelovan pribéhem chemické reakce. Ve stadiu predbéznych tvah a
N neurcitych zaméru
Analogové pocitace: Jsou starsi nez u cCislicovych. Ke skod¢ véci se na né¢ pon¢kud pozapomenulo. Vytvofi se
fyzikalni, obvykle spojité pracujici model déje (mechanicky, hydraulicky, elektromagneticky, ...), ktery se fidi stejnymi
nebo podobnymi zakony jako feSeny problém. Nechd se probéhnout vyvoj na tomto modelu. Vysledek poskytne
informaci o feSeni ptivodniho problému. Davno znamé, dnes nepravem ponekud opomijené
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