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NELINEARNI REGRESNi MODELY :

Metoda nejmenSichétvercii pro vybrané nelinearni funkce:

n

v Vypocet paramefr vychazi z podminky miniméalnostiverai Z(yi -y)*=min.

i=1

v Dosazenim do vyrazu za;ya derivovanim podle jednotlivych paranietiunkce lze dosfi k soustaw
normalnich rovnic, ze kterych se parametry \&taji.

v" Normalni rovnice Ize sestavovat mechanicky, anifehgh vyvozeni muselo byt praktikovano pi@stnictvim
parcialnich derivaci. Sestavuji se tak, Zze se kalaly rovnice postughnasobi fisludnou simultanni funkci
nezavisle prornné u jednotlivych parametr regresni rovnice a vzdy po vynasobeni jednotlivymi
simultannimi funkcemi se provede geti

v' Predpokladem vSak je, aby regresni rovnice byla\adtid typu a simultanni funkce nezavisle péomé bez
neznamych parametr

v U zavisle prominné se uvagi empirické hodnoty.

)

v' Tak prvni normalni rovnice pro funk Yi X se ziska vynasobenim jedkou, nebd pii parametru a je

n n 1
simultanni funkce rovna 1 (5)x a sodtem, tedy)_y, =na+by —.
- iy

1
v' Druha normalni rovnice se obdrzi vynasobe _ 1a naslednym s@étem, tedyz i - aZ— + bZ—

0 e EP =0
v" Podobnym zfisobem Ize vytviit soustavu normalnich rovnic pro vSechny ostadgiresni funkce aditivniho
tvaru:

y =a+blogx Zn:yi :na+bzn:|09>§

Zy, logx = aZIogx] +b2'09 X
Y =a+bx +ox Zyi—na+b2xl+cle

Doxy =ay x by x+cd %
DXty =ay X +by K +cd X!

Polynomicka regrese

D Vi=nby Y %+ b Y X
DXV =Y X b D> X+ +b Y X

DY =) X Hb Y X+ +b Y X
:a+b>93+c\/2+% 2% =nathy +02ﬁ+dz?

Yy =ay X +bY. X +eY XX +d Y x
3Ry =l DT +eEx +a5
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Exponencialni funkce:

v Odhad parameir které nejsou linearni v parametrech, neprovadVt& primo, protoze jeji pouziti vede k
sousta¥ nelinearnich rovnic, z nichZz zpravidla nedokdZexdbadnout fimo parametry ve fortnvhodnych
vypaetnich vzoré. Proto se i odhadu parameirnelinearnich regresnich funkgit§inou postupuje tak, Ze se
najde jejich vhodny p@teini odhad a postupnym zlepSovanfeseni nalezneme odhad s poZadovanou
piesnosti.

v' Pouziva se tedy #pob, kdy ukitou regresni funkci, ktera je nelinearni z hledigkarametr, prevedeme
pomoci linearizujici transformace na funkci lindarparametrech.

v' Transformace smiva vtom, Ze pomoci logaritin prevracenim hodnot apod. dojdeme k takovému tvaru
regresni funkce, Ze jeji parametry bude uz mozhédovat MNC.

y =aeb*

logy, =loga+x logb

> logy; =nloga+logh) " x

> xlogy, =logay x +logh)’ x’

v Re$enim jsou parametry ve tvaru log a a log b. Pakeeéme exponencialni funkci vyjétdv pivodnim tvaru,
je poteba provést odlogaritmovani funkci*10
v Funkce:

Kvadraticka regresni funkce Exponencialni funkce
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Charakteristiky korelace u nelinearni regrese:

v" Pomahaji nAmipposouzeni kvality regresni funkce a ke 2jistsily zavislosti.

v' Posuzovany vztah je tim s#8i a regresni funkce tim lep&im vice jsou empirické hodnoty vy&diované
proménné sousedné kolem odhadnuté regresni funkce, a haopak Hb$gtim vice jsou empirické hodnoty
vzdaleny hodnotam vyrovnanym.
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AN

Umoziuje také posoudit fiesnost regresnich odhad- ¢im vice se jednotlivé napozorované hodnoty
sousted’uji kolem zvolené regresnary, tim je zavislosiesngjSi a odhad fesrgjsi.
Pri konstrukci miry ukazujici na silu zavislosti vigdime ze vztahu empirickych a vyrovnanych hodndy, k
pomoci Echto hodnot mZzeme konstruovdfi rozptyly s riaznou vypovidaci schopnosti

2

* Rozptyl empirickych (skutaé zjiSttnych) hodnot y:sj =£Z(yi - )7) .
n

»  Rozptyl vyrovnanych hodnot (teoreticky rozpty$f zlz(y{ -y)?.
n
* Rozptyl skuténé zjiSttnych hodnot kolem regresri#ary, tj. rozptyl empirickych hodnot od hodnot
1 o)1 ;
vyrovnanych (rezidudlni rozptyl S(Zy_yr) ZEZ(M Y-y~ y) :EZ(M -Y))?

Lze dokazat, ZeippouZziti metody nejmensictiveraa mezi uvedenymi rozptyly plati vztad;f = S)Z, + s(zy_y.).

Rozptyl empirickych hodnot Ize tedy rozloZit napt vyrovnanych hodnot a rozptyl rezidualnich hotn
Podil slozek na empirickém rozptylu

» Teoreticky rozptyl 55' =0, takze 532, = S(zy—y’). Jde o krajni fipad, kdy je y nezavislé nax kdy jde
vlastrg o regresni mku rovnokEZznou s osou X. v danéntipact jde o nezavislost.

« Rezidudlni rozpty S(Zy—y’) =0, takze 5)2, = 55'. Druhy krajni pipad, kdy je kazdé yshodné sy VSechna
empiricka pozorovani vyhovuji teoretickym hodnotadanregresniipmce. Jde o pevnou zavislost.

- Teoreticky rozptyls; 20 a g, ,, #0, takZes; = s}, +5,_,). V daném pipadt jde o volnou zavislost.

Zavislost prominné Y na pronné X bude &jme tim silngjSi, ¢im WwtSi bude podil rozptylu vyrovnanych
hodnot na celkovém rozptylu, a tim slak&m bude podil tohoto rozptylu mensi. Silu zavislgstedy mozné

| 2 _S)
matit pomsrem |y = —5 .

Sy

Tento porr se nazyvaindex determinace V piipact funkeéni zavislosti nabude hodnoty 1, wipack
nezavislosti hodnoty 0Cim vice se bude bliZit jedné, tim se zavislost pojea za silgjsi, a tedy dofe
vystiZzenou zvolenou regresni funkci.
Index determinace v procentickém vyjédi udava, jaké procento rozptyleni empirickych ruddzavisle
proménné je disledkem rozptylu teoretickych hodnot zavisle pfoné odhadnutych na zakkagrislusné
regresni funkce.
Kvalitu regresni funkce a intenzitu zavislostiieme hodnotit podle toho, jak se podili na rozpskut&né
zjistenych hodnot rozptyl vyrovnanych hodnoftimp rozptyl odchylek kolem regrestary.
Je teba mit naigeteli, Ze velikost indexu determinace je zcelawona tim, zda se potlb nalézt vhodny typ
regresni funkce pro popis dané zavislosti. Nizkdnlata indexu determinace nemusi §ebhamenat nizky

stuper zavislosti mezi progmnymi, ale niZe to signalizovat chybnou volbu regresni funkce.

2 2
i =1- S(y—y’)
s &
y y
K meéfeni €snosti zavislosti se v pra¥astji pouzivd odmocnina indexu determinace, kteraasyvaindex

2

Index determinace lze také konstruovatifrap, tj. ve tvaruljX =

S,
korelace |, = S—é . Index korelace poskytuje stejné informac&smosti zavislosti jako index determinace,
y
jinak vS8ak ma mensi vypovidaci schopnost.
Dosadime-li do vzorce indexu korelace za oba rdgptylostaneme vygetni vzorec ve forgh

sira

Index korelace se pouZziva kérani tsnosti zavislosti pro libovolnou regresni funk@ijiz parametry byly
odhadnuty metodou nejmensiitherai.
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v' Pro dosazeni do uvedenych vzormdexu korelace je pi#bné vypoitat pro kazdou hodnotu; xpodle
konkrétni regresni funkce teoretické hodnotyaypak teprve pitat prislusné sokty ctverai pro teoretickyci

Iépe rezidudlni rozptyl.
o 1 2
_ z y/? _H (Z Yi )

v Snadrjsi a vyhodsjsi je nasledujici postup vypim: | =

pricemz Z y° = Z VY- Nag. Vv piipadt kvadratické funkce Ize psat:
> v2=Y ylatbx +o)=ay y +bY xy +C> Xy,

Korelaéni pomeér:

v" Pokud nelze z jakychkolividodi urgit konkrétni tvar vyrovnavajici regresni funkceuptva se k ureni
tésnosti zavislosti miry, kterd se nazyka@rela¢ni pomér. V uréitém smyslu je to obeg&jsi mira zavislosti nez
index¢i koeficient korelace, protoZe na rozdil od nicladdsi na tvaru regresni funkce.

v’ Z definice korelaéni zavislosti vyplyva, ze se z#mami hodnot vysitlujici proménné se systematicky &mi
podmiréné pamery zavisle prominné. V takovém iipact se v podmiénych ptimérech projevuje uita
variabilita, kterou Ize @it rozptylem podminénych praméra &5

v Vliv ostatnich¢initeli na zavisle prognnou se pak projevuje tim, Ze v podimych rozélenich zavisle
proménné dochazi ke kolisani jednotlivych hodnot zavigtentnné okolo podmignych ptiméra. Toto

kolisani se m¥ primérem z podmisnych rozptyl s°.
v’ Zavislost Y na X Ize tedyigjm¢ povazovat za tim sifjSi, ¢im tSi je variabilita podmignych paiméra ve
srovnani s variabilitou hodnot v podraftych rozélenich.

v' Protoze plati S§= S§ + s°, je Zejmé, Ze lze tuto mirusnosti zavislosti konstruovat jako pam

N

2 2
370 -8
s s; s
y y

v' Tento pondr udavany v % se nazyvydomér determinace a udavd, jaké % rozptylu zavisle pramé Ize
vyswétlit vlivem nezdavisle pronné X. Dopligk do 100 % pak udava vliv blize nespecifikovanyatitela.
Cim vice se blizi poum determinace jedné, tim je zavislost psomé Y na pronné X silrgjsi.

vV piipadt, Ze variabilita hodnot v podminych rozdlenich je nulova, je poén determinace roven 1 a jde tedy
0 Uplnou zavislost mezi éma prontnnymi. Naopak v fipact, Ze jsou vSechny podngimé pamery stejné, je
poner determinace nulovy a jde tedy o kotglanezavislost Y na X.

v' K méteni Bsnosti zavislosti se pak pouzivd odmocnina z gandeterminace, kter4 se nazyk@relaéni

2
S
2

pomér /7y = . Korelani pon¥r Ize také vypditat negimo ve tvarwy,, =

NURNCY

v' Za predpokladu, Ze zavislost mezi prémymi byla zkouména na dosté&té velkém pdétu pozorovani, kdy
podmiréné pamery zavisle promdinné Y nemohou byt vyrazji ovliviovany nahodilymi vlivy, Ize pak
pozorovanim velikosti koretamiho pongru a indexu korelace {ip. koeficientu) usuzovat na vhodnost pouZzité
funkce. Cim vice se budou hodnoty oboudmk sol& priblizovat, tim se bude pouZita regresni funkce
povazovat za vhodjsi zobrazeni dané zavislosti.

v Maticovy zpisob stanoveni paramétnelinearnich funkcb = (X'X)_lX'y :

yl bO gl
y= ¥2 b= bl €= &2
Yn b, £,
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Kvadraticka funkce: Hyperbola (lomena):

1 x % 1 1
x=[t % % f
- 11 —
2 X = X

1 Xn Xn 22

1 L

L %

Logaritmicka funkce: Exponencialni funkce:

1 logx, 1 x
x=| b 109% x=|T
1 logx, 1 x,

= Iogz Y, b= {'09 a}

Odmocninna funkce:
1% %
1% %
1%, X

logy,

: logb
logy,

o, 1
be_HZ(Yi)Z

v Maticow Ize stanovit i hodnotu koralaiho indexu:l =

y'y-iZ(yi)2

Statisticka analyza v nelinearnim modelu:
v Intervalové odhady parametni:

Bodové odhady b regresnich pararidtijsou ze statistického hlediska bezcenné, protaZeauvadiji o
tom, v jakych mezich Ize¢ekavat vyskyt skutaych hodnof3. Odhady b jsou nahodné vetiy uréené na
zakladt vybéru dat o velikosti n.

U nelinearnich regresnich motlede fi konstrukci interval spolehlivosti pouzivaipvazi linearizace,
kterd je vSak pouzitelnd pouze kigadech, kdy model neni silifinearni a miry nelinearity, asymetrie a
vychyleni odhatl jsou malé.

Postup pro stanoveni intervalovych odihaednotlivych parametrje analogicky intervalovému odhadu
regresniho koeficientu vifpad linearnich modél. Zanedbava se zde vliv ostatnich parate®rotoze
jsou vSak ¥tSinou prvky vektorub (vektor regresnich paraméfrvzajemi korelované, byvaji intervaly
takto stanovené podoamé, tj. [ilis uzke.

Pro nelinearni modely je mozné také stanovit irglsrepolehlivosti predikce, ¥yslené v celém rozmezi
hodnot nezavisle pra¥nné, tzn. stanovit pasy spolehlivosti.

v' Testy hypotéz o odhadech paramei:

Testovani hypotéz souvisi Uzce s konstrukci obkmilehlivosti. Pokud parametfy lezi v 95% oblasti
spolehlivosti kolem b, Ize na hladirvyznamnostia = 0,05 povaZzovat rozdily3(- Bo) za statisticky
nevyznamne.

Samotné testy pak lze konstruovat stejako v linearnim modelu (zaigdpokladu alespo priblizné
normality odhadu metodou nejmensétheral).

Individuélni testy o nulovych hodnotach paramewSak nemaji v nelinearni regresni analyze dobry
vyznam, protoZze zname-li vhodnou regresni funkeiouj gipadné zjednoduSené modelyzko
interpretovatelné. V jinychifpadech jeieba testovat jiné hodnoty parantetiez nulové.

v' Tésnost proloZeni regresni kivky :

U linearnich regresnich modetlouZi analyza rezidui k &tovani rekterych gedpoklad o chybacte, u
nelinearnich modél pak gedevsim k posouzeni dosaZeggnosti proloZeni vypdené regresniikky
danymi experimentalnimi body.

Analyzou vlivnych bod se identifikuji body, které sitnovliviji odhadované regresni parametry v
modelu, coZ umatuje ukit vybocujici pozorovani nebo extrémy.

v/ Statisticka analyza rezidui

Pro aditivni modely reni a uzivanou NK jsou rezidua definovana vztahepsey, — f(x, b).
K analyze rezidui se uziva jednak nazorného gréffickzobrazeni vektoru rezidui a jednak numerické
analyzy smitujici ke statistickému testovani.
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v' Grafickéa analyza rezidui — grafickou (pedkéZnou) analyzou rezidui spiwajici v prostém zobrazeni vektoru
rezidui, Ize snadno odhalit:

Odlehlé (extrémni) hodnoty v souboru rezidui.

Trend v reziduich.

Nedostatené stidani znaménka u rezidui.

Chybny model nebo vzajemnou zavislost rezidui.
Heteroskedasticitu (nekonstantnost rozptylu) zéyisbnénné velEiny Y.
Néahlou zmn¢nu podminek $ méieni hodnoty .

v/ Statisticka (numerickd) analyza rezidui

e Analyza rezidui je hlavni diagnostickou paéckou ¥ hledani a rozliSeni regresniho modelu a navic
tésnost dosazeného prolozZeni experimentalnimi bodyijeu Wrohodnosti nalezenych odhad

e Mezi nefastji uzivané statistiky pat predevsim sedni hodnota rezidui E(e), ktera by s&lanrovnat
nule, dale pimeérné reziduum, sirodatna odchylka gtdni hodnoty rezidui a ko# koeficient Sikmosti
a koeficient Sgiatosti rezidui.

e Pro normalni rozéleni rezidui by se #h koeficient Sikmosti rovnat nule a koeficient &iosti tem.

e Pozn. Diagnostické metody nejsou vzdy spolehlivétgze rezidua nemaji nulovouresini hodnotu, jsou
vychylena, jsou fiblizné linearni kombinaci chyb a navic zaviseji na skujeh hodnotach paramétp
(které jsou uZivateli neznamé).

v' Priklad:

Promémna X| 3 5 & 5 8 3 T 4 | 6 5 T 2

Proménnd¥| 6 |25 2 | 3 |15 |45 2 |55 3 |35 (25 7

Compatison of Alternative Models

Model Corpelacion R-gguared
Logarithmic-X -0,8341 BT,25%
Exponential -0,8315 B6,T7%
Sguare root-¥ -0,9z87 BG,25%
Sguare root-=Y -0,9269 B5,91%
Multiplicative -0,91Ba B4,3B%
Reciprocal-x 0,9145 83,683%
Linsar -0,9141 83,56%
Reciprocal-Y 0,90%2 8Z,67%
S-curve 0,aaB0 75,34%
Double reciprocal -0,7854 61,71%
Logistic <no fit>

Log probit <no fit>

Dependent variable: promenna 7

Independent variable: promenna £

Ftendard T
Parameter Eatimate Error Statistic F-Walus
Inteccept 2,TBZ315 0,773336 12, 6495 Oo,0000
8lope -3, PEE56E 0,4921886 -8,27283 o,0o00
Analy=i= of Yarience
FJourse Zum of Sguares 0f Mean Sguare F-Ratin BE-Valus
Model a0, 0E2 i 30,0E%2 58, 44 0, 0000
Fesidual 4,28768 10 0,238788
Total (Core.) 34,4187 11
Correlation Coefficient = -0, 231084
R-squared = 87,2513 percent
dtenderd EBrror of Est., = 0, 6623594
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T Statistics — testové kritérium
P-Value — hladina vyznamnosti

Plot of Fitted Model Residual Plot
8 E 2.5
M6 @ 1.5
T 0.5
g * i\t — 05 | E
%\\ ’
b“ 2 \ -1.5 0
\\ m 5 s
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promenna X promenna X

Cernécara — regresni funkce

Cervenésary — intervalovy odhad regresni funkce
Fialovacara — pas spolehlivosti.



