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MATEMATICKA STATISTIKA II. P3
2006-10-16

K ORELA CNi A REGRESNI ANALYZA —ANALYZA ZAVISLOSTI

Odhad a testovani korelg&niho koeficientu:

v' Provadi se zarpdpokladu, Ze spateé rozaleni obou prorénnych Ize modelovat dvourozmmym normalnim
rozcklenim nebo — jinak vyjagno — rozdleni obou prordnnych je normalni a jejich vztah jeilpizné
linearni. Testuje skypotéza o nulové hodnat korela&niho koeficientu zakladniho souboru, tedy pjx = 0.

v' Hypotéza pedpoklada, Ze korelace neexistuje, tzn.cugji X a Y jsou nezavisléAlternativni hypotéza je
postavena na existenci korelace, tedygyg, # 0.

r
v' Test hypotézy se provadi pomoci testového krité#a%* A/n—2, které ma za platnostigt$tudentovo
1-r
t-rozékleni o f = n — 2stupnich volnosti. V ipack, Ze vypdtend hodnota testového kritéria padne do
kritického oboru, zamitd se nulova hypotéza a emist linearni koretmi zavislosti se povaZzuje za

prokazanoult| - t,, , = H, sezamita

Intervalovy odhad korelaéniho koeficientu
vV ptipads, Ze vyl¥rovy soubor ma dostates velky rozsah (n > 100), Ize raddni vybirového korelaniho
koeficientu aproximovat normalnim ragdnim.

v' Oboustranny interval spolehlivosti je v danéifppd mozno psétp(r ~u,*s Spsr+u,*s)=1-a,
_ < 1-r?
ricemz S, = .
pr r \/ﬁ

Fischerova transformace:

v Ve WwtSirk piipadi (predevsim, kdy n < 100) se vSak vyuziva Fisherovpsfiamace, nehliovybérovy
koeficient korelace neodpovida kritériim bodovékbadu. Misto vyérového koeficientu korelace r se zavadi
transformovana valina z.

1, (1+r
r - z =arctan(r) 2In(1_rj
Arctan h = arcus tangens hyperbolicky.
v" Touto transformaci se ro#iinterval hodnot —1< r < +1 na interval oo < z < +c0. Nova promdnna ma
priblizné pramér i, a smérodatnou odchylku,s

i, = 1In 1+r
“ 2 U-r
1
n-3
v' Dvoustranny interval spolehlivosti pro transformowa veltinu zakladniho souboru ma vyjaadi
Pz ~tos ™S, SH, S2 4t 7S, )=1-a,
v Zpét do metitka korel&niho koeficientu fevedeme oba krajni body intervalu pomoci inverzamgformace
2z _

S =

Z

-1
z tr=
t e +1
P¥iklad:
N=30 r=0717078 obses= 2,048 Hpx=0  H:p,#0

_ 0,717078 * \/m =5,44399
J1-0717078

t>t, = H, sezamita

. Ziskdme tak interval spolehlivosti pro koralakoeficientp.
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1 In(1+ 0717
2 (1-0717
s 1 _ 1

“ Jn-3 30-3
0,9016- 2,048* 019245< 4, < 09016+ 2,048* 019245
P(0,468< u, <1,29574= 095

P(0,4680< p < 08606 = 095

j =0,9016

=019245

Regresni analyza:

v' Jde o pesr¥jSi popis tvaru vztahu mezi prémmymi X a Y a charakterizovani jeho vhodnosti predikci
hodnot zavisle promné pomoci hodnot nezavisle pramé.

v' Muze jit nap. o nasledujici situace:

» Korelani koeficient i graf prokazuji linearni vztah mesgiotebou zemniho plynu v bytv zavislosti na
venkovni teplat. Otazka zni, jakigsré mizeme predikovat spi@bu pomoci teploty.

* Ve sportovnim vyzkumu méame riaglata o rychlosti skok@nna hrag mastku a dosazené délce skoku.
Zajim4 nas, jaky je mezi nimi vztah: Ize pomocihigsti predikovat délku skoku, s jakodiepnosti, je
vztah linearni?

v'V regresni analyze obetanalyzujeme vztah mezi jednou pr&mou zvanouwcilova nebo zavisla proninna
(Y) a rékolika dalSimi, které nazyvammezavislé nebo ovlitiujici proménné (X).

v' Vztah reprezentujemmatematickym modelem coz je rovnice, jez svazuje zavisle s nezavistenpnnou a
pravdpodobnostni fedpoklady, které by shvztah sphovat.

v/ Zavisle prongnna se spojena s nezavisle péamymi funkci nazyvanotegresni funkci, jez obsahuje dkolik
neznamych paramétr Jestlize tato funkce je linearni ¥chto parametrech (nemusi byt linearni v
promeénnych), mluvime dinearnim regresnim modelu

v/ Statistické problémy, ktera nas zajimaji v regresmilyze, jsou:

»  Ziskani statistickych odhéaheznamych paramétregresni funkce.

» Testovani hypotéz @cthto parametrech.

+ Owtovani gredpoklad regresniho modelu.

Prokladani dat primkou:

v Mame k dispozici usgadané dvojice&iselnych adaj (X1, y1), (X2, ¥2), ..., (% Yn) pro pronénné X a Y.

v' Jestlize graf ukaze linearni vztah mezi pg¢anymi, usiluieme o zachyceni vztahu tim, Zze bodylgaime
primku. Hledame fimku, jeZ je experimentalnim béah co mozné nejblize (Zadnéipka neprotne vSechny
body).

Snazime se dit takovou fimku, kterd bude co nejlépe predikovat y-hodnotypoi x-hodnot.

Zakladni model regresni zavislosti s jednou nefvisonénnou X vyjaduje libovolnou hodnotu zavisle

promenné Y jakoy, = f(x)+e, kde f(x) je tzv. regresni funkce aje ndhodna (rezidualnf) odchylka i-tého
pozorovani prognné Y.

AN

Rezidualni odchylka:
v' Rezidualni odchylka (chyba predikce)- rozdil mezi nagfenou a éekavanou hodnotou.
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v' Dobie proloZzena fifmka y = a + b*x minimalizuje velikosti rezidualhicvodnot pro hodnoty {xy;), kterymi
piimku proklddame.

v' Pro stanoveni paramétse nejastji pouziva metoda nejmensi¢tverai. Hodnoty parameira, b gimky y =
a + b*x ziskdme touto metodou tak, abyd@wruhych mocnin rezidualnich hodnot byl minimaleihledem k
parametim a, b.

s=ye=>(y-a-bx)

v' Minimalizuje sétenéctverce Useéek, které vyznéuji vzdalenost bodu od prolozen&impky ve sméru osy Y.

o S
Vypocet tohoto minima vede k optimalnim hodnot&AT y-bXgq b:r*gy, kde r je korelace obou

promennych a g s, jsou snérodatné odchylky nasienych hodnot progmnych X a Y.

v" Hodnota y je odhad cilové proémné pomoci regresniho vztahy (¥ a + bY: rezidualni hodnota =
nangiena hodnota y — predikovana hodnota y'.

v Rozptylenost boil kolem pgimky je charakterizovana zbytkovym (rezidualnim)zptylem, gipadré
smerodatnou chybou odhaddipegresi (Ize také posouditgsnost provedenych regresnich odhgdko miru

2 _ 2w’
n-2 n-2

chyby) sZ,

Metoda nejmensSichétverci:
v Metoda nejmensichétverci — postup stanoveni paranietn jednoduché linearni zavislostyy =a+bx,

> (v, - ¥)* =min.

4 Zl_lpodml'nky minimalnostitveral jsou vyvozeny normalni rovnice, ze kterych secfejieSenim vypé&tou
neznamé parametry a a b(a,b) = Zn:[yI —(a+bx )]2 =min.

v' Ma-li tato funkce f(a,b) minimum, rrzllusejl' se jejupr parciélni derivace podle konstant a a b rowioi:

OHBD) 3 21y, -a-bx)(0-1-0) =2 (v ~a-bx)

ot (ab) g%b) =" 2(y, ~a-bx)(0-0-x) = 23 (y, ~a-bx)x , tedy plati
i=1 =1

—Zi(yi—a—bx)=0

n
-2 (y;—a-bx)x =0
i=1
v" Vynasobenim kazdé z rovnic —1/2, rozvedenim¢go@a osamostatmim souti obsahujicich yse ziska
soustava normalnich rovnic.

>y, =narb)

i=1 i=1
PRIELINBIIIRS
i=1 i=1 i=1

i=1

Sofse]

i=1 i=1

N XY =D %DV,
i=1 i=1

v Re&enim soustavy normalnich rovnic obdrziare y-b*X ab=
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Zavislost:
Jednostrannd zavislost- prongénna X je nezavisle proinna a Y pak zavisle pramna.
Oboustranna zavislost- nelze pesre rozhodnout, ktera prafnna je zavisla a ktera nezavisla.

Y =a,*th,Xx, X =a,+b,y,
Vztahy pro regresi X na Y ziskame vhodnou &aou ve vzorcich (ndpb,, = r*s/s, kde r je koreleéni
koeficient).

Mezi smérnicemi obou regresnichiimek ki, a b, existuje vztah! =+ b, by . Mazeme tedy nalézt dv

SSRNENEN

<\

regresni fimky, které se budou protinat v téo(:P_C 37) a tvai jakési rizky. Cim wt3i je korelace, tim vice jsou
nazky stisknuty.

13,5 4

3,5 55 75 9,5 115 13,5

Maticove vyjadieni regresniho problému:
v' Linearni (teoreticky) model Ize zapsat jako y B X¢, ve kterém:
y — n<lenny nahodny vektor napozorovanych (2ji§tch) hodnot vysstlované proninné Y,
X — nenahodna matice typu n x (k+1) zvolenych mimaci hodnot vysitlujicich prongénnych,
B — je (k+1flenny vektor neznamych parametnodelu,
€ — n<lenny vektor nepozorovatelné rusivé (ndhodné) slozk
v" Pro lepSi pedstavu:

Y1 1 Xy Xy ﬂo &
y: y:2 , X — : X:2]_ -;- X:2k , B: él_ ’ e= ‘?2
Yn 1 Xa 0 Xy ﬂk &,

v' Z uvedeného zapisu je ¥ Ze v n linearnich rovnicich je p = k+1 nezndmgefresnich paraméta n hodnot
nahodné slozky.

v" Soustavu normalnich rovnic pro hledanou funkci b + ¢ Ize pak v maticovém tvaru vyj#t takto:
X'Xb =X'y

v' Za predpokladu, Ze k matici XX existuje matice inverzmdstaneme vektor odhadovanych parainptdle
vztahub = (X'X)™*X'y

! I, 1
b XY‘EZ(M)Z

y'y—iZ(yi)2

v Maticow Ize stanovit i hodnotu koralaiho indexu:l =

Predpoklady metody nejmensSiclétverci:

v" Regresni parametr} mohou nabyvat libovolnych hodnot. V technické prefak ¢asto existuji omezeni
parametit, ktera vychazeji z jejich fyzikalniho smyslu.

v" Regresni model je linearni v parametrech a plativaélvztah y = X3 + €.

v' Vyswétlujici proménné X, X, ..., X jsounenahodnéa neexistuje mezi ninfiunk éni linearni zavislost.

v Pro danou kombinaci hodnot vyshjicich pronénnych jsou hodnoty nepozorovatelné rusSivé slogky
normalné rozdélené, nezavisléhdhodné vetiny s nulovymi stednimi hodnotami a se stejnym (konstantnim)

-4 -
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rozptylema®. Neboli vektor hodnot rusivé sloZkyma n-rozndrné normalni rozéleni N(0, 0°) s vektorem
strednich hodnot Ej = 0 a s kovariatmi matici ® E, kde E je jednotkova matice.

v' Néhodné chybyi maji nulovou stedni hodnotu E{) = 0, konstantni a kowry rozptyl E€%) = o°. Také
podmireny rozptyl D(y/x) =o” je konstantni a jde o homoskedastickipad.

v Nahodné chyby; jsou vzajemis nekorelované a plati coe;(gj) = E, €) = 0. Pokud maji chyby normalni
rozckleni, jsou nezavislé.

D(g,) cov(ge,) - covge)] [o2 0 - 0

COV(E,E Dle - COV(E,E 2 .
COV(figi): ( 2 l) ( 2) ] (.2 n) - 0 J O
cov(e.g) covi,E,) - D(g,) 0 0 .- o?

Odhady v regresni analyze:
v Interpolace — prednEtem zajmu je &ktera z pouzitych kombinaci vy&lujicich prongénnych
v' Extrapolace — pozornost je ugna na hodnotu pramné Y pro pedpokladané budouci nebo vyzkumn
zajimavé kombinace hodnot prénmé Y.
v' Je nutné odliSit dva vyznamdzasadi odliSné pripady:
e Odhad pimérné hodnoty Y neboli odhad podniié stedni (&ekavané) prognné Y vzhledem ke
zvolené hodnet(kombinaci hodnot) vysitlujici promgénné.
* Odhad konkrétni hodnoty jyneboli gedpo¥d’ y'; = a + bx hodnoty prordinné Y vzhledem ke zvolené
hodnot (kombinaci hodnot) vysitlujici proménné.

Pas spolehlivosti kolem regresniimky:

v’ Z rovnice regresniifimky zkoumaného souboru Ize¢avat teoretickou hodnotu zavisle pr&mé gisluSejici
urcité skuténé hodnat nezavisle progmné. AvSak skutmé konkrétni hodnoty zavisle prémrmé jsou vice
mére rozptyleny kolem stanovené regrestimky.

v' Se zvolenou prawgodobnosti je mozno &it tzv. pas spolehlivosti, véamz se tyto skutmé (empirickeé)
hodnoty nachazeji jaky; itl o XSy

2

t1 » Jsou 100 (1a/2)% kvantily Studentova t-rozténi s (n-2) stupni volnosti
2

e Yo Y-

Yy
i=1 — i=1
n-2 n-2 n-2

S,x je snérodatna chyba, ktera je rovng , = , pricemz

Zyiyi' :Zyi(ayx-'-byxxi)z ay><Zyi +byxZXiyi
i=1 i=1 i=1 i=1

Priklad:
Pro zavislost progmné Y na pronné X byla stanovena regresrinpka ve tvaru y' = 4,375 + 0,01994 »a

pomocné vypdty >y, =1171, )" y? =116235, > xy, = 320054
s - \/1162,35— (4,375x1171+ 0,01998< 320054)
yx 12-2

=1,082

n=12

t1ar2 10)= 2,228

Yi (min, max) = 4,375 + 0,01994;x 2,228 * 1,082

Znamena to, ze dolni mez pro skun@ hodnoty je iymin) = 1,96456 + 0,01994 & horni mez iymax = 6,78626 +
0,01994 x
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Test vyznamnosti regresniho koeficientu:
v" Nulova hypotézaigdpoklada, ze vyiovy koeficient regrese je odhadem regresniho kmefiu ZS, o &mz
se ffedpoklada, ze ma nulovou hodnotu, tzn. ze platBiH = 0.

b S, [1-r?
v Testové kritérium ma tvatr = M kdes, =—Lx,|——.
S, * s n-2

yx X
[t| =ty = Ho SEZAMItA

vV pripadt, Ze se zamita flje existence linearni zavislosti prokdzana a edaou regresni funkci Ize pouzit k
provadni regresnich odhad

Intervalovy odhad regresniho koeficientu:
v' Oboustranny interval spolehlivosti pro regresni ficent je vymezen nasledujicim {gDbem:

I:)(byx _ta(n—2) X Soyx < ﬂyx < byx +ta(n—2) X Snyx ) = 1_ a

Priklad:

y'i = 4,375 + 0,01994;x
Ho: BYX =0

to,0510= 2,228

o = L33652, 1-0,635697 _ 00076581
" 426027 12-2
(200199429, 0 o
00076581
t>t, = H, sezamita
P(0,01994- 2,228 0,007658 f3,, < 0,01994+ 2,228* 0,007658}= 095

P(0,00288< g,, < 0,037)= 095

Test vyznamnosti regresni pimky:
v K testovani Ize pouzit upraveny model analyzy rglept

Variabilita Souetctveral Stupré volnosti Rozptyl Testovaci kritérium
S
Regrese p-1 Sf =—
P~ 1 F = i
,_ Sr s
Kolem regrese n-p S :rp

p — p&et paramefr owrované funkce
v Jestlize B> F (p-1); (npyy Z&Mitame bkl
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v PrisluSné sotty ¢tverai se stanovi nasledujicimigmbem:

n 2
«  Pro variabilitu regres&, = Z (v -y)

i=1

» Pro variabilitu kolem regres8, = Z(yI - yi')

i=1

«  Pro celkovou variabilituS = Zn: (v -)

i=1

Priklad:
Pro zavislost pro#mné Y na prornné X byla stanovena regrestiinpka ve tvaru y'= 4,375 + 0,01994; x
X i Y YiTy Yi- Y
268 8,7 9,720109 0,0015 1,0406
312 11,1 10,5976 0,7044 0,2524
223 8,8 8,822679 0,8754 0,0005
203 9,3 8,423821 1,7809 0,7677
248 8,7 9,321251 0,1910 0,3860
328 10,2 10,91668 1,3418 0,5136
303 9,3 10,41811 0,4353 1,2502
325 12,2 10,85685 1,2067 1,8040
275 11,4 9,85971 0,0103 2,3725
218 7,6 8,722964 1,0720 1,2610
248 10,5 9,321251 0,1910 1,3894
288 9,3 10,11897 0,1301 0,6707
celkem -- -- 7,9404 11,7087
y =9,75833
S, = 7,9404
S =11,7087
S =19,6492
= S = —7’9404: 7,9404
p-1 -1
s = Sr _ 11’708721,17087
n-p 12-2
2
=5 - 1904 _ 57816
ss 117087

Fo,05 [(2-1); (12-27= 4,96
F>Fq [(p-1); (n-p)1= zamitame ki

Intervalovy odhad regresni gfimky

v Interval spolehlivosti, ktery s danou prapddobnosti pokryva hledanou regrestimiu zékladniho souboru
Y'j = Oyx + ByxX;, j€ uken na zaklaﬁregresni Hmky vybérového souboru y= gy + hx; a je vyjaden takto:

X -X
{y.—u axs,/1+ <y,<y.+u axs1/1+ ] 1-a
X —X
yJ(HD) yu—t axs 1+—2
2 Sx
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S

'
S, =—

Jn

s — rozptyl prominné X
s, — snérodatna odchylka protnné Y

Piiklad:

X = 26992

s, =42,6027

s, =133652

2
5, =133092_ 38582
V12
. - 26992)°
Y1 o) = 43754+ 01994, + 2,228x 0,3858 g+ (X =26992)°
' 18149924
Xi Yi Yit) Y'io)

268 9,720 8,860 10,581
312 10,598 9,389 11,806
223 8,823 7,544 10,101
203 8,424 6,823 10,024
248 9,321 8,355 10,288
328 10,917 9,463 12,370
303 10,418 9,330 11,506
325 10,857 9,452 12,262
275 9,860 8,994 10,725
218 8,723 7,368 10,078
248 9,321 8,355 10,288
288 10,119 9,185 11,053

Bodow graf Tabulkat 1061 26)

13

=4,3754+00199%; 0,95 Int.5pol.

12 ¢

180 200 220 240 260
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320 340
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F-test:

v/ Standardnim vystupem étginy programd regresni analyzy je z&v Fisherova-Snedecorova F-testu o
vyznamnosti regresnitinky a vysledky Studentova t-testu o vyznamnostngelivych paramefr vektoruf
(vektor regresnich param&tmodelu).

v' F-test utuje zarové simultanni vyznamnost vSech slozek vektfriromé absolutnihaélenu. Mohou tedy
nastat tyto fpady:

« F-test vychazi nevyznamny, vSechny t-testy vychaaikz jako nevyznamné. Model se pak povaZuje za
nevhodny, protoZe nevystihuje variabilitu pamé y.

» F-testi vSechny t-testy vychazi vyznamné. Modgb®eazuje za vhodny k vystizeni variability pramé
y. To v8ak je&t neznamena, Ze je model navrzen spfavn

* F-test vychazi vyznamny, ale t-testy nevyznamnéltenych regresnich paramétiModel je povaZzovan
za vhodny a provadi sé&ipadné vypoughi téch vyswtlujicich prongnnych x, pro které jsou parametfy
nevyznamy odliSné od nuly.

* F-test sice vychazi vyznamny, ale t-testy paraim@rindikuji nevyznamnost vSech vy&lujicich
proménnych. To je paradox, protoZze formélsice model jako celek vyhovuje, ale Zadna z ¥ggjicich
proménnych neni sama o sblyznamna. Jde aidledek multikolinearity.



